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1. EXERCICE.

1.1. Systéme linéaire de deux suites récurrentes.
On note A, P D les matrices suivantes -

5001 , 11 A 10
( -1 [])“r ( ~1 —4 )"D_ Yol

"

On définit les suites (an,) ot (14,) par:

- .
i - 0.
v e N Enat = odin F Yo

w1 = -y

CT 01 POse |

Yne U, = ( o
n

1. Moutrer que P est inversible et déterminer 2 U Vérifier que Ton a

D—=F 4P

L

Donrner, sans démonstration. Vexpression de D" pour 7 entier natinel .

3. LExprimer A en fonetion de P, P~ Uer D puis wontrer que pour iont enticr uaturel
n:
-"'-‘-'l” — llr_')n.'.lj_)- L

Fn déduire Décriture maltricielle de A% en fonction de n.

1. Viérifier que pour tout cutier naturel »

Upr = AU,

5. Montrer que pour tout entier naturel n
(--"Tr:_ — ‘471. {'I."[).

Ea déduire Pexpression de iz, et g, i lonction de n.
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1.2. Puissance d’une matrice.

Soient B et I3 les matrices suivantes ;

2 1 1 100
=12 1{.=1010
1 12 00 1

1. Montrer que B? = 5B — 41,
2. Pour n entier naturel on définit la propriété H,, par :
H,, : I} existe deux réels a, ot b, tels que : B® = a,B + b, 1[s.
a. Montrer que les propriétés Hy, Hy, Hy sont vraies et déterminer les couples

(ao. bo). {@1,by) et (ay, by) correspondants.

b. On suppose H, vraie pour un certain n fixé non nul, montrer que H,,_; est
vrale et exprimer é,1, b,., cn fonction de a,, ot b,.

c. Utiliser la premiére partie de 'exercice pour exprimer a,,, b,, en fonction de n.

d. Conclure en dounant 'écriture matriciclle de B™.

2. EXERCICE.

On considere la fonction numérique de la variable réelle x définic sur {0, +oc[\ {1} par :

—ir

Fr) =

1—-z

On note Cy la représentation graphique de f relalivement & un repére orthonormal et on
1

#al—

v

rappelle que ¢

2.1. Allure de Cs.

1. Déterminer la limite de f{z) lorsque z tend vers +oc, puis lorsque 2 tend vers 1
par valeurs supérieures et par valcurs inférieures.

2. Montrer que f est croissante sur chacun des intervalles [0, 1[,]1, +-oc].

3. Préciser I'équation cartésicnne de la tangente (77) au point A de Cr d’abscisse 0.
!

Tournez la page s.v.p.
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. , 1
On note B le point de C; d’abscisse 5"

a. Calculer l'ordonnée de B.
. , . 2
b. Montrer que la droite (D) d’équation : y = 2 (-— - ]) 2+ 1. passe par les

e

points A et B.

On admet que la fonction f est convexe sur [0, 1] et concave sur |1, +ac]. Que peut-
on en déduire sur les positions relatives de Cy, de (D}, et de (T') sur I'intervalle

1
0,=17
{ ' 2}
Donner I'allure de C; en tracant sur le méme schéma les droites (D} et (T}.(0On

1
donne f (—2—) ~ 1,2 et on prendra 3 cm pour unité).

2.2. Encadrement de la valeur d’une intégrale.

On sc propose dans cette partic de déterminer des encadroments de Uintégrale 7
suivante :

I=1 flz)dz
/

On ne cherchera jamais & calculer cette intégrale.

1.

Lo

Interpréter V'intégrale I en terme d’airc d'un domaine que l'on hachurera sur le
schéma de la question 2.1.6.

Montrer que :

Y € [0 %] 1< flz) €

Fn déduire I'encadrement suivant :

S

<1<

-

pol =

E

Prouver que pour tout réel = dans lintervalle [{J,

8
L

1

=1+z+

i—-=z 1—x
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En déduire que :
; ;
I= /(1 + x)e dx + /xzf(:z:)dm.
D 0

4. Effectuer une intégration par parties, pour calculer :

%
/(l + z)e Vdx.
D

5. En utilisant la question 2.2.2.. montrer que :
1

— < / 22 f(x)dr <

1 1
24
i)

124/e

En déduire un nouve! encadrement de 7.

6. En utilisant la considération géométrique de la question 2.1.5, justifier 'enca-
drement :

s

\/_

En déduire un dernier encadrement de 7.

%
1 2
rgfg/{z(?mand&
0

3. EXERCICE.

Une municipalité a lancé une étude statistique concernant les problémes rencontrés par
les usagers des transports en commun.

3.1. Partie 1.

L’enquete révele que la probabilité qu'un usager attende moins de 7 minutes & une station
donnée est égale & p, p appartenant & 0, 1].

1. Monsieur Thierex fréquente cette ligue de bus tous les jours pendant1() jours. On
suppose que les retards journaliers sont indépendants.

Tournez la page s.v.p.
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a. On désigne par Y la variable aléatoire réelle égale au nombre de jours on
Monsieur Thierex a attendu moins de 7 minutes.
Déterminer la loi de V', son espérance et sa variance en fonction de p.

b. On définit par Z la variable aléatoire discrete réelle indiquant le rang £ du
jour ot pour la premiére fois Monsieur Thierex attend phis de 7 minutes si cet
événement se produit. Dans le cas contraire si le temps d'attente est intérienr
a 7 minutes pendant les dix jours, Z prend la valeur 0.

Déterminer, en fonction de p, la probabilité des événements {Z = 0],
puis {Z = k| pour 1 < k < 10.

2. Lassé des rctards de son bus, Monsieur Thurman décide de prendre le bus ou le
métro selon le protocole suivant. :
-Le premier jour, il prend le bus.
-Si le jour n {n € N*) il attend plus de 7 minutes pour prendre le bus, le jour n+ 1
il prend le métro, sinon il prend de nouveau le bus.
-Si le jour n il prend le métro, le jour n 4+ 1 il prend le métro ou le bus de fagon
équiprobable.
On note p, la probabilité de I'événement. B,, = "Monsieur Thurman prend le bus
le jour n”.

a. Utiliser la formule des probhabilités totales avec le systéme complet d’événements
(B, B,) pour montrer que pour tout cntier naturel n non nul :

1 1
Pnt1r = (p - E)pu - 5
b. Soit o le réel vérhant ;
{p 1)& + !
a={p——la+ —.
} 2. 2

Montrer que la suite (p, — @) est géométrique, et en déduire que pour tont
entier naturel n non nul :
1 _
—1 ;
S)ﬂ (1 - (1') + .

p'n. — (P -

¢. La suite (p,} est-elle convergente ? Si oui quelle est sa limite ?

3. L’étude effectuée a permis de montrer que le retard (ou Pavance) sur I'horaire oificiel
du bus & une station donnde, peut se représenter par une variable aléatoire réelle.
notée X, exprimée en minutes, qui snit 1me loi normale N(5,4).
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a. Fxprimer la probabilité ¢ que le retard soit inférieur 7 minutes en fonetion

de la fonction de répartition @ de 1a loi normale centrée réduite.

b. A T'aide de la table donner une valeur approchée de g.

3.2. Partie 2.

Le temps passé chaque jour dans les transports en commun, par Monsieur Thierex,
exprime en heures. est une variable aléatoire réelle 7' dont unc densité g est donnée par :

gifl =081t <0.

gty =tsi0<t<

git)j=2—tsil<i<?

glE)=0si{>2
1. Représenter la fonction ¢ puis montrer quc g est bien une densité de probabilité.
2. Calculer les probabilités suivantes -

PIT<1], PIT<15].

3. Déterminer la valeur de 'cspérance de 7. QQue représente cette valeur ?

Tournez la page s.vp.
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La table ci-dessous comporte les valeurs de fa fonction de répartition de la loi normale
centrée r¢duite, a savoir les valeurs de :

Par exemple ©(0.67)

0.00
0.0 0.5000
0.1 0.3398
0.2 0.5793
03 0.6179
0.4 0.6554
0.5 0.6915
0.6 0.7257
0.7 0.7380
0.8 0.7881
0.9 0.8159
1.0 0.8413
1.1 0.8643
1.2 (.8849
1.3 0.9032
1.4 09192
1.5 0.9332
1.6 0.9452
1.7 0.9554
1.8 0.964]
1.9 0.9713
2.0 0.9772

001

(.5040
{).5438
0.5832
0.6217
0.6591
(1.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
{(1.8438
0.8663
0.8869
0.9049
(.9207
.9345
0.9463
0.9564
(0.9649
0.971%
09778

=0.7468

0.02
0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6983
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212
0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783

{}_93'.3_1.
0.5120
0.5517
0.5910
(.6293
(.6664
0.7019
0.7357
(4.7673
(4.7967
0.8238
().8485
0.8708
(.8906
().9082
0.9236
0.9370
(0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788

0.04
0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7703
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495

0.9591

0.9671
(.9738
0.9793

0.5199

0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8943
0.9115

0.9265

0.9394
0.9505
(.9599
0.9678
0.9744
0.9798

0.06
0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750
0.9803

0.07
(0.3279
(L36TA
0.6064
0.6443
(.6808
(0.7157
0.7486
0.7793
0.8078
0.8340
4.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
(1.9693
0.9756
0.9508

19
114
6103
(.6480
(16844
0.7180
0.7517
,7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
(.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812

0.08
'%

) '-'J'l

0.
0=
{

10,09

0.5359
(.5753
0.6141
0.6517
0.6879
1.7224
0.7549
(3, 7KA2
0.8133
0.838Y
0.8621
0.8830
09013
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
(0.9633
0.9706
0.9767
0.9817




