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EXERCICE 1

On considére les matrices M et P suivantes ;

4 -5 2 41 2
M=[1 0 0], P=|211
0 1 0 110

1. Réduction de la matrice M et calcul de AM™.

1. Prouver que la matrice P est inversible et donner les nenf coefficients de la
matrice inverse P 1.

2. Caleuler la matrice T définie par : T = P™'MP.

3. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n :

2 0 90
T = 0 1 n
0 0 1

4. Prouver, par récurrence, que pour tout entier naturel n :
;.1_:-’:1'73 — P.T?IP—].

5. En déduire Vexpression de la atrice A" sous la forme d'un tablean de
nombres,

II. Etude d’une suite récurrente linéaire.

Soit (11, Jnex la suite de nombres réels définie par la relation de récurrence
suivante :
g =1, uy=—1, uy= 0.
{ Pour tout entier naturel n : tpys = dUppy — Sy pr + 2Un.
1. Calculer us ot uy.
Un42
2. Pour tout cntier naturel n, on considére la matrice colonne: V,, = |t 1
Uy,

Vérifier que, pour tout entier naturel 7
T-/J'—n-f—l == Mq/rn

3. Etablir, par récurrence, que pour tout entier naturel 7

V, = M"Vj.

4. FExprimer u,, en fonction de n.
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EXERCICE 2

Dans cet. exercice, on considere la fonction f définie sur R par :

VreR, flz)=re™".

I. Etude de la fonction f.

On note € la courbe représentative de f.
1. (a) Déterminer lim f(z). Que peut-on en déduirc pour C'?
fz)

(b) Déterminer lm f(z) et lim ——. Que peut-on en déduire pour C'?
o

di—r— DT (e e )

2. (a) Pour tout réel x, calculer f/(x) et construire le tahlcan de variations de
fsur R.

(b} Soit D la tangente & la courbe (¢ au point d’abscisse 0.
Donner une équation de la droite D,
{¢) BEtudier la convexité de f.

3. Tracer sur un méme schéma ' ot D (valeur numérique : ¢! = 0, 4).

1I. Etude d’une famille d’équations.

Dans cette partie on s'intéresse aux solutions positives ou nulles (si elles existent)

de I'équation
- el — et
(F.): flz) ==

ott 7 désigne un entier naturel non nul.

1. Résoudre sur R, 'équation (Fy).

2. Pour n entier naturel avec n > 2, on pose :

Ve eR,., guz)=e" -2,

(a) Montrer que g, est une fonction strictement décroissante sur {0, +ocf.

(b) En déduire que I'équation g,{z) = 0 admet unc unique solution sur
0, 4]

On note cette solution a,.
(c) Montrer que : Vn 2 2, a, €]0,1].

{(d) Donner, pour n = 2, 'ensemble des solutions positives de 1'équation
(E,).

Tournez la page s.v.p.
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I11. Etude d’une variable aléatoire & densité.

Dans cette partie on considére la fonction k définie sur R par :

4] stz <0
fla) siz 20

VeeR, hir)= {

1. Pour & € R., calculer intégrale : / F(t)dt.
D

2. Montrer que la fonetion A est unc densité de probabilité dune variable aléa-
toire X,

3. On note H la fonction de répartition de X. Déterniiner la fonction H.

4. Calculer les probabilités suivantes :

P(JX— = ].) _P(l = X = 2) ot -f_)(_'\'s;:‘j‘_]{\-\— = 1:1

EXERCICE 3

(et exercice étudie deux jeux de dés avee des dés équilibrés & six faces.

I. Etude du premier jeu :

Dans ce jeu on lance simultanéinent deux dés équilibrés, si les deux dés donnent
le méme résultat alors le joueur marque 1 point, sinon il ne marque pas de point.

1. Calculer la probabilité p de I'événement A : « Les deux dés donnent le méme
résultat ».

2. Le joucur répéte n fois le méme jeu et on note alors Y, le nombre de points
obtenus par le joueur aprés ces n parties.
(a) Reconnaitre la loi de Y;, (une justification soigneuse est attendue).

Donner explicitement P (Y,, = k) pour les valeurs & prises par Y.

(b} Donner la valeur de Pespérance E(Y,,) de la variable aléatoire Y, et sa
variauce V(Y),).
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3. Le jouewr joue maintenant jusqu’a ce qu'il marque un point pour la premiere
fois.

On note alors Z la variable aléatoire représertant, le nombre do parties effec-
tuées par le joueur.
(a) Reconnaitre la loi de Z (une justification soigneuse est attendue ).
Donner expliciterment P (Z = k) pour les valeurs k prises par Z.

(b} Donner la valeur de Uespérance E(Z) de la variable aléatoire Z et sa
variance V(7).

I1. Etude d’un deuxiéme jeu.
Dans ce jeu, on lance successivement deux dés équilibrés.

On note :
Dy Te résultat du prenier dé et Dy le résultat diu deuxicme dé,

Ly Pévénement : « Dy < Dy», E, Pévénement : « Dy o= Dy»

ot £y Vévénement : « D) > Dy».
Lors d'unc partie,

si I'évéuement £, se produit alors le joucur ne marque pas de point,
- st Pévénement £y se prodult alors e joueur marque 2 points,
- silévénement B3 se produit alors le joueur marque 1 point.

Le joueur répéte n fois ce joeu. Pour tout entier naturel § > 1. on note :
— X la variable aléatoire représentant le nombre de points marqués lors de la
i partie;

- 5; le nombre total de points marqués apres 7 parties.

1. Calculer la probabilite de chacun des événements F 1. Ea et By (On démon-

[y
trera notaminent que P (E|) = P (F3) = 1—02 ).
2. Soitz € {1,2,.....n}, déterminer la 1oi de 1a variahle aléatoire X; puis calculer

son cspérance et ga variance.
3. Trouver la loi de la variable aléatoire S).

4. Préciser les valeurs prises par la variable aléatoire S, ot donner sa loi.
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5. (a) Préciser les valours prises par la variable al¢atoire Ss.

(b) Construire et remplir le tableau de la loi conjointe du couple (52, 53} .
On justifiera précisément une valeur non nulle de ce tableau, les aufres
pouvant étre donndes directement,

(c) Eu déduire la loi de la variable aléatoire .53.
6. (a) Ecrire S, en lonction des variables aléatoires X, Xoy ooy X
En déduire Uespérance mathématique E(S,) de S,

(b) Fn moyenne, combicn de parties au minimum doit faire le joueur pour
obtenir plus de 10 points?




