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Option Technol'ogiqije

® Mercredi 16 avril 2014 de 8h00 a 12h00

Durée : 4 heures

Candidats bénéficiant de la mesure « Tiers-temps » :
8h00 — 13h20

Aucun document n'est autorise,
Aucun instrument de calcul n'est autorisé.

Lénonce comporte 6 pages.

Les candidals sont invités a soigner fa présentation de feur copie, a metire en évidence les
principaux résuitats, a respecter fes notations de 'énoncé et a donner des démonstrations
compfiétes - mais bréves — de leurs affirmations.

Si, au cours de Fépreuve, un candidat repére ce qui lui semble 8tre une erreur d’énoncé, il
e signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives
gu'it est amené 3 prendre.

i e et
T%mwmmommm
i

et e L

Tam
SRS




ECRICOME

VISER PLUS HAUT

EXERCICE 1

On considere les fonctions f et g définies sur 0. +oc| par :

Vo e |l +x], flr)=2- %In (x) et gle)=[(r)—z.

On considére aussi la suite (u, ), .y définie par

1.

2.

w—=1 et VneN, w1 =[(w).

Calculer les limites suivantes : lim ¢ (z) et lim g¢(x).
G :

s
Caleuler ¢ (x) pour tout » € 10, +oc¢| puis dresser le tableau des varjations
de g sur |0, +oc.

Prouver que I'équation g {x} = 0 admet une unique solution sur |0, +oc[.
On la note a.

. Justifier que :

aeile e flo)=c

. Caleuler f"{z) pour tout x € J0, +o0| et préciser la monotonic de la fonction

f

. Démontrer par récurrence que :

Yo N, 1<u, e

Vérifier que :
) 1
Ve fle. [fl<3

En déduire, a ’aide de I'inégalité des accroissements finis, que :
1
Vn € N, Juper — af € 5 |ty — ]

Démontrer par récurrence que |

e—1

Ync N |u,—al € o

. Prouver que Ia suite (u,), . converge et préciser sa limite.
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EXERCICE 2

Cet exercice est composé de deux parties.
La partic I consiste a calculer en fonction de n les termes d'une suite récurrente
(Un) iz,
La partie I1 étudie I'obtention du premier double PILE lors de lancers d'une piéce
déséquilibrée.

Les résultats de la partie I peuvent &tre utilisés librement dans 1a partie 1.

PARTIE I : Etude d’une suite.

On considere la suite (1, ) définie par

nzl

I3

=10, te=—, et Yn=1l tuye= -ty + J?fn

9 3

On considére également les quatre matrices carrées d’ordre 2 définies par :
3 =3
i 2 1
\9 3

= QAP

[ R R

ainsi que, pour tout entier naturel » = 1, les matrices colonnes :

X—n = ( a ) et Y-vn = QX'H‘

Myl

1. Veérifier que les deux matrices P} et D sont diagonales (Les celculs devront
étre inscrits sur la copie).

2. En déduire que P est inversible et expliciter Pl

3. Soit n 2 1. Donner, en la justifiant, la relation liant X, 4 et X,,. Prouver
que PY, = X,. En déduire que :

Vit = DY,

4. Prouver que :

Vnzl, Y,=D*"'Y,
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5. Calculer Y] et expliciter les coefficients de la matrice colonne Y.

6. En déduire que :

4 2 nn—1 1 fi—1
Ynzl, i,=_ Py — |5
e Ty (3) ( 3)

PARTIE II : Probabilités discrétes.

On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piéce de monnaie pour

2
laguelle 1a probabilité d’obtenir PILE vaut 3

Omn suppose donné un espace probabilisé muni d'une probabilité P modélisant cette
expérience.
Soit n un entier nafurel supérieur ou égal & 2. On dit qu’il y a apparition d’un

double PILE aun rang n si on obtient PILE au {n — 1)-iéme lancer et PILE au
n-iéme lancer.

On note :
* pour tout entier n = 1, [, Pévénement « on obtient FACE au n-iéme
lancer »;

& pour tout entier » 2= 2. D, événément « on obtient un double PILE
an rang n. pour la premiére fois » ;

¢ pour tout entier n 2 2, v, = P(D,). On conviendra que v, = 0.

Par exemple, si les lancers donnent successiverment :
« PILE, FACE, FACE. FACE, PILE, FACE, PILE, PILE »
alors I'événement Dy est réalisé,

1. On lance n fois de suite la piéce de monnaie. On appelle X la variable
aléatoire égale an nombre de PILE obtenus au cours de ces n lancers.

(a) Déterminer la loi de X (une réponse argumentée est attendue). Préciser
Pensemble X () des valeurs prises par la variable X ainsi que la valeur
de P(X =k) lorsque k € X (€2).

(b) Donner la valeur de l'espérance E (X) et de la variance V (X)) de la
variable aléatoire X.

2. On lance indéfiniment la piéce. On note ¥ le rang d’apparition du premier
PILE, 57l apparait.




3.

[
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(a) Déterminer la loi de Y {une réponse argumentée est attendue). Préciser
I'ensemble ¥ (£2) des valeurs prises par la variable Y ainsi que la valeur
de P(Y =k} lorsque k € Y (§2).

(b) Donner la valeur de Yespérauce E (Y) et de la variance V (V) de ia
rariable aléatoirc Y.

Calculer vy et vy. Vérifier que :

1
Vg = ~Ug + =1,
3 9

Rappelons que U'on a convenu que v; = (.

. Soit 7 2 2. On suppose gqu’au premier lancer, PILE est obtenu et on souhaite

la réalisation de 1’événement D, .

(Quel est, alors le résultat du second lancer? A I'issue de ces deux premiers
lancers, combien de lancers reste-t-il & effectuer pour que D,,q puisse se
réaliser ! Les réponses devront étve justifiées.

En déduire que :
Pﬁ (Dn },2) = —th.

. Pour n = 2, justifier que :

Pr (Dnya) = vy

. A T'aide de la formmile des probabilités totales, montrer que :

1 2
Yz 2, Uy = §v”+1 -+ §‘L’n.

En outre, d’aprés la question IL3, cette formule est vrase pour n = 1.

A Taide de la partie I, justifier que :

n—1 n—1
1

Pour tout entier » 2 2, on note F,, Pévénement « il n’y a pas eu deux PILE
consécutifs an cours des n premiers lancers ».

W

Exprimer événement E,, en fonction des événéments Ds. .., [),,. En déduire
que :

P(E)=1-> u.
k=2

Calculer la limite de P (E,) lorsque n — +oc.
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EXERCICE 3

On considére les fonctions f. ¢ et h définies respectivement sur R par

2 —x
Ve € R, f('r):lﬁ--cx’ glz)=-2In(l+¢ )
2e” .
s 8z 20
hiz) = (14 e”)
b siz <)

1. Soit r = 0. Caleuler f' (2} et ¢’ (x) puis veérifier que
o) =—f'(2) et f@)=g ).

3. Soit A = 0. Justifier que :

A
/h (yde =1— f(A).
0

A
Que vaut / flxyde?
0

3. Soit A4 > 0. A 'aide d’'une intégration par parties, montrer que :
A
/Ar.h (r)de = —Af(A)+g{A)—g(0).
i

4. La fonetion k est-elle continue en 07 Une réponse argumentée cst attendue.

[}

. Prouver que L est une densité de probabilité.

Dans toute la suite de I'exercice, on désigne par
Z wne variable aléatoire dont A st une densite. |

H
i

6. Démontrer que la fonction de répartition H de Z est définie sur R par :

-1
siz =0 H(;r;)z(

|
siz<0, H{z)=0.
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=1

. Calculer les probabilités suivantes
PiZzW(2)), Pln2)<Z2<m(@B) of e (2 <i(8).

On donnera les résullals sous la forme de fractions irréductibles.

8. Déterminer la médiane de Z ¢'est-a-dire la valeur de x pour Jaquelle
1

.

). Frablir que Z posséde une espérance et donner la valeur de F (7).




