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Exercice 1

Partie 1

On considére les matrices suivantes de #3(IR) :

1 0 0 311
I=10 1 0), M=(1 3 1
0 0 1 1 1 3

1. Soit J =M — 21I.
(a) Expliciter les coefficients de J.
(b) Déterminer les coefficients de J? et exprimer J? en fonction de .J.
(¢) Donner une expression de M? en fonction de I et .J.
(d) Montrer que M? = 7M — 101.
2. Soit R(X) = X% —7X + 10.
(a) Que dire du polynéme R pour la matrice M ?
(b) Vérifier que 2 est racine de R, puis déterminer une autre racine de R.
(¢) En déduire des valeurs propres possibles pour M.

1
3. Soit U= |1
1

Calculer M U. Que peut-on en déduire ?

1 0
4. Montrer que les vecteurs V= 0 | et W =] 1 ) sont des vecteurs propres de M associés a la valeur propre 2.
-1 -1
5 0 0 1 1 0 1 1 1
5. On considere les matrices D= 10 2 0], P=(1 0 1 Jet@Q=1]12 -1 -1
0 0 2 1 -1 -1 -1 2 -1

a) Calculer le produit @ P.

(a)
(b) En déduire que P est inversible et exprimer P~! en fonction de Q.
(¢) Vérifier que P D =M P.

(d) Démontrer que :

Vn € IN, M":%PD"Q.

Partie 2

6. Les suites (an)n>0, (On)n>0s (Un)n>0 €t (vn)n>0 sont définies par :

. . Gpn+1 = Tap+b, U, = ba,+b,
ag=0,by=1et Vn € IN, { bn+1 - _10a, et v, = —2a, —b,

(a) Montrer que la suite (up)n>0 est géométrique de raison 5, puis exprimer u,, en fonction de n.
(b) Montrer que la suite (vy,)n>0 €st géométrique, puis exprimer v,, en fonction de n.
(¢) En déduire que :
1 1
VYne N, a,= 5(5"—2") et bn:§(5><2"—2><5").
7. Montrer par récurrence sur n que pour tout entier naturel n, M" = a, M + b, 1.
On admet que pour tout entier naturel n, M™ == | 57 —27 54 ontl  5n_on
g _ 9n g _ 9n 5" 4 2n+1
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Partie 3

Un chat se nourrit chaque jour dans une des trois maisons numérotées 1, 2, 3.

Le jour numéro 1, le chat se nourrit dans la maison 1.

Puis chaque jour suivant, ce chat se nourrit dans la méme maison que la veille avec la probabilité %, ou dans l'une des
deux autres maisons de fagon équiprobable.

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la variable aléatoire X,, égale au numéro de la maison ou le chat se nourrit

le jour numéro n.
Ainsi X; est la variable aléatoire certaine égale a 1.

3 1
8. (a) Justifier que : P(Xy =1) = 3 et que P(X; =2)=P(X;=3)= 5
(b) Déterminer 'espérance de Xo.
16
(c) Vérifier que la variance de X5 est o5’ et en déduire I'écart type de Xo.
9. (a) Déterminer la loi de la variable aléatoire X3.
(b) Sachant que le troisieme jour le chat est dans la troisieme maison, quelle est la probabilité que le chat se soit
nourri dans la deuxiéme maison le deuxieéme jour ?
P(X,=1)
10. On considere, pour tout entier naturel non nul n, la matrice colonne C,, = | P(X,, = 2)
P(X,=3)
1
(a) Justifier précisément que : Vn € IN*, Cpy1 = 5 M C,.
(b) Démontrer que :
Yne N*, C,= Mt .

5n71
(¢) En déduire la loi de probabilité de la variable X,,.

11. (a) Exprimer lespérance E(X,,) en fonction de n.
(b) Déterminer liE’I_l E(X,).
n——+o0o

Partie 4

Un voisin du quartier, vétérinaire, se soucie de la santé des chats qui y vivent et tient a jour une base de données qui
contient deux tables : chats et propriétaires :

chats = (idchat : INTEGER, nomchat : TEXT, race : TEXT, sexe : TEXT, couleur : TEXT,
dge : INTEGER, poids : INTEGER, puce : INTEGER)
propriétaires = (idprop : INTEGER, nomprop : TEXT, adresse : TEXT, nomchat : TEXT, pucechat : INTEGER).

12. Quel est Veffet de la requéte
SELECT nomchat, puce FROM chats WHERE couleur = ’gris’ AND sexe = ’F’7

13. Mme Michel a pour identifiant idprop 1234. Son chat tres 4gé ayant disparu, elle a acquis un nouveau chat nommé
<§Niels>> dont le numéro de puce est 987654321.
Ecrire une requéte permettant de modifier ’enregistrement adéquat dans la table propriétaires.

14. Niels est un chat male de race birmane, de couleur blanche, d’age 1 an, de poids 2 kg. Son identifiant dans la table
chats est 457 et son numéro de puce est 987654321.
Ecrire la requéte permettant d’enregistrer ces informations dans la table chats.

15. On souhaite regrouper des informations contenues dans les deux tables.
Compléter la requéte suivante :

SELECT chats.nomchat, race, puce, nomprop, adresse
FROM ..........
ON chat.puce = propriétaires.pucechat.

-3- Tournez Ila page s.v.p.
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Exercice 2

Partie 1
Les fonctions f et g sont définies sur IR par :
Ve e R, f(z) =e"+e et glxr)=e"—e"

On admet que f et g sont dérivables sur IR.
1. Montrer que : Vx € R, f'(z) = g(z) et ¢'(z) = f(=).

2. (a) Déterminer les limites de g en —oo et en +oo.
(b Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
3. (a) Résoudre 'équation g(z) = 0.

(d) Etudier la convexité de f.
4. Etudier la convexité de g.
5. G5 et 6, sont les courbes représentatives respectives de f et de g.
(a) Déterminer une équation de la tangente (T') & la courbe %, au point d’abscisse 0.
(b) Préciser la position relative de 6 et (T).
(c) En déduire que : Vo <0, g(z) < 2z et Vo 2 0, g(z) > 2z.
6. (a) Justifier que : Vo € R, f(z) > g(x).
(b) Que peut-on en déduire pour la position relative des courbes €y et &, ?
7. Tracer, dans un repére orthogonal du plan, 'allure des courbes % et %, ainsi que la droite (7).
8. Notons & 'aire de la surface délimitée par (T') et € entre les bornes 0 et 1.

(a) Hachurer cette surface sur le graphique de la question 7.
(b) Déterminer l'aire de la surface comprise entre la courbe %, I'axe des abscisses et les droites z =0 et x = 1.
(c) Calculer &7 (en unités d’aire).

9. On considere les fonctions h et k définies sur IR par :

Ve e R, hiz) = f(x) 2 — 2% et k(z) = g(z) — 20 — éx

On admet que h et k sont dérivables sur IR.

(a) Calculer h/(z) pour tout réel x.
(b) En déduire que : Vo € R, f(z) > 2+ 2>
(c) Calculer k'(z) pour tout réel z.

)

1 1
(d) En déduire que : Vo < 0, g(x) < 22 + gms et que Vx >0, g(z) > 2z + §x3.

Partie 2

10. Soit m un entier naturel non nul.
Démontrer que ’équation g(z) = — admet une unique solution.
n

S|

On note u,, cette solution et ainsi : Yn € IN*, g(u,) =

~~

11. Démontrer que 0 < uj < 1. (On donne e ~2,7 ete™! ~0,4.)
12. Démontrer que : Vn € IN*, u,, > 0.

13. (a) Démontrer que la suite (uy)n>1 est décroissante.
(b) En déduire que (uy,)n>1 est convergente.



Exricome

14. La bibliotheque numpy est importée de la maniere suivante :

import numpy as np

(a) Ecrire en langage Python, une fonction nommée d qui prend en entrée un réel = et un entier naturel n non nul

et qui renvoie le réel g(z) — —.
n

(b) Recopier et compléter, en langage Python, la fonction suivante nommée SuiteU qui prend en entrée un entier

naturel non nul n et qui renvoie sous la forme d’une liste des valeurs approchées & 10™2 pres des termes w1, . .

de la suite (up)n>1-

Ly Uy,

SuiteU(n):
U=np.zeros (n)
LB k & o nge (n)
a=03; b =1
hile b - a > .....
c = (a + b)/2
if d(a,k+1)*d(c,k+1) < 0
b= .....
Ulk]=.....
eturn (U)

(c) Les fonctions précédentes permettent d’obtenir le tracé suivant des 100 premiers termes de la suite (uy,)p>1.

0.5
L
0.4 -
0.3-
+
0.2
+
+
014 +
fﬁﬁ#hﬁﬂHHﬂHﬂHﬂﬁuuu
06 . PP
0 20 40 60 80 100

Quelle conjecture peut-on émettre quant & la limite de (up)p>1 ?

Tournez la page s.v.p.
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Exercice 3

Partie 1

Soit T' une variable aléatoire représentant la durée de vie (en jours) d’un papillon. On suppose que T est une variable
aléatoire a densité de loi exponentielle de parametre 1.
1. (a) Rappeler une densité de T, son espérance et sa variance.
(b) Rappeler 'expression de la fonction de répartition Fr de T'.
(¢) Calculer la probabilité que le papillon vive au plus trois jours.
(d) Sachant que le papillon a déja vécu une journée, quelle est la probabilité qu’il vive au moins un jour de plus?
2. Soit U une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur |0, 1[.
Soit X = —In(U). On admet que X est une variable aléatoire & densité.
(a) Rappeler une densité fy de U et sa fonction de répartition Fy .
(b) Montrer que : Vz € R, P(X < z)=P (U > efx).
(c¢) En déduire que : Vz < 0, P(X < z) =0.
(d) En déduire la fonction de répartition de X et une densité de X.
(e) Les bibliothéques suivantes sont importées ainsi :

import numpy as np
import numpy.random as rd

Ecrire en langage Python, une fonction nommée SimulT simulant la variable aléatoire T

Partie 2

A
3. (a) Soit A > 0. Calculer I(A) = / e *dx.
0

+oo
(b) En déduire que 'intégrale I; = / e~ “dz converge et vaut 1.
0

A
4. Pour tout réel A > 0 et tout entier naturel non nul n, on pose I,,(A) = / " e d.
0
Soit n € IN*. Démontrer a ’aide d’une intégration par parties que :
n

A
Ln1(A4) = = ¢ +nl,(A).

5. Soit n € IN*.
Démontrer que si I,,(A) admet une limite finie quand A tend vers +oo, alors I,,11(A) admet aussi une limite finie
quand A tend vers +oo.
+o0o
6. En déduire par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, I'intégrale I,, = / z" te™®dx converge puis
0
établir que :

Vn € N*,In+1 = nIn

7. Prouver que :
Vn € N* I, = (n — 1)!

Partie 3

Pour tout entier naturel non nul n, la fonction f,, est définie sur IR par :

1

0 siz <0

o™ Sz >0

8. Pour tout entier naturel n non nul, prouver que f, est une densité de probabilité.
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9. Soit n € IN*. Soit Y une variable aléatoire & densité de densité f,.
(a) Montrer que Y admet une espérance et que E(Y) = n.
On admet que Y admet une variance et que V(Y') = n.
(b) Soit (Yn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que Y.

1
Pour tout entier naturel non nul N, on pose Fy = N (Y1 +...+ YN).
Déterminer 1’espérance et la variance de Fly.
(¢) On rappelle 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
Si X est une variable aléatoire admettant une espérance et une variance, alors
V(X)

Ve >0, ]P(|X7E(X)| > 5) <—

€
Déterminer un majorant, dépendant de n, de N et de €, de P(|FN —n| > 5).

(d) A Taide d'un programme Python, on représente Fiy en fonction de N pour un parametre n inconnu que l'on
cherche & estimer.

(i) 25 50 75 100 125 150 175 200

Estimer la valeur de n.
(e) On effectue 10 réalisations de Fl, et pour chacune de ces réalisations, sont tracés ci-dessous les intervalles de

confiance, pour € = N =600 et n la valeur conjecturée précédemment.

Ea

3.2 1
3.1

ot ]

2.9 1

—
—_

Expliquer pourquoi certains intervalles ne contiennent pas la valeur de n.
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