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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, lo quaifté de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans appréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans fa mesure du possible les résultats de leurs calculs.

ls ne doivent faire usage d'aucun document. L'utilisation de toute calculairice et de tout matériel
electronique est interdite, Seule 'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de Vépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivrg so composition en expliquant les raisons des initiatives gu’il sera amené a prendre,
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Exercice 1

On considére les matrices 1 4 = % %  P= 11 et D= 10 .
1 o) 1 -2 0 —3
L. a) Montrer que P est iuversible et calculer P%,
b} Veérifler que P7YAP = I,
2. a) Exprimer A en fonction de D, P et P-1,
b} Mountrer que pour tout entier naturel n on a : 4% = PDPL,
)

c) Caleuler D™ pour tout entier natwre] 5.

: : . 1 2+(-1" 1-(-
d) En déduire que pour tout entier n e N, on a : A" = = ( 2) (
3 1yn—)

2+(-3)

Une mouche se déplace aléatoirement dans un appartement constitué de 3 pidees contigués A, B et €.
A Plugtant initial 0, la mouche se trouve dans la piece B, On suppose que les déplacements qui suivert

se font selon le protocole suivant

o 51 & un instant o donné la mouche est dans la picce A ou dans la pidce €' alors elle revient dans

la pitce B alinstant n 41 ;

e i & un instani n donné s mouche est daus 1a piéce B alors elle v reste a Uinstant n + 1 avec la

probabilite %, sinon elle va de fagon équiprobable dans A ou dans C. -

Pour tout entier naturel n, on délinit I'événement A, : « la mouche est. dans la piece A & Uinstant n ».
On définit de méme les événements B, et . Bnfin, on nole a,,, b, e ¢, les probabililés respeclives

de ces événements.

3. Montrer en utilisawl la formule des probabilités totales que pour tout entier naturel n

1 1 ‘ 1
On1 = an P bnyr = tn + §bn +en @b Oy = an

, 1 1
4. Montrer que pour tout enbler naburel noon a: byypo = ~2~bn.l_1 + §bn'

On considére, pour tout n € N, la matrice colonne U, = ( Z* L.
i

(s}

1 | .
a) Justifier que Uy = ( % ) Moutrer gue Upy1 = AU, pour tout enticr naturel n.
by Maontrer par récurrence que pour ol entier naturel noon a: Uy = A%y,
. 1
¢} Déduire de la question 2.4} que powr tout entier aaturel noon a @ by = 3 24
-,

d) En déduire, pour tout n € N, des expressions de g, eb ¢p en fonction de n.,

Exercice 2

On considére les fonctions f et g définles sur |0, +oof par :

ot glz) =z* + 1 — In(z)

On note € la courbie représentative de f dans un repére orthonormé.
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1. c.. j( siley i b . 1 A
a) Calculer xgrlgof(x) et ill:}'(i)f(.,c)

b) Montrer que la droite D d'équation ¥ = 2 + 1 est asyuptote & la courbe de £

¢) Moutrer que C est an-dessus de D sur [1, +oo] et en dessous de D sur |0, 1].

2. a) Caleuler la dérivée de g. En déduire le sens de variation de g sur |0, +ool.

1 H

b} Montrer que g (\72_) = -+ In(2). En déduire que g{z) est positif strictement sur )0, +oof.
g(z)

¢) Mountrer que la dérivée de f vérifie pour tout réel z sirictement positif : f/(z) = =5
®

) Déduire des questions précédentes le tableau des variations de f cu v faisant tgurer les
limites trouvées en 1.a)

3. Tracer Pallure de C et D dans un-repére orthonormeé d’unilé 2em.
On consideére la suite (g )pen définie par ug =1 el wni1 = fuy) pour tout entier naturel n.

4. a) Moutrer que pour toul entier natwel 7 on & ug = n -+ L

b} Déterminer le sens de varlation et la limite de la suite (un)nen-

Exercice 3

Coralie est étudiante en classe préparatoive. Chagque matin, elle se leve en retard avec la probabilité
%. Lorsqu’alle se Jéve en retard elle est obligée de prendre le bus pour se rendre an lycée. Par contre,
lorsgue elle est & Pheure, elle choisit avec deux chances sur cing d’aller a pied el avec trols chances sur
cing de prendre le bus.

Partie 1

On considére un matin douné et on défing les événements B : « Coralie se leve en retard » ol B
« Coraltie prend le bus ».

1. Montrer en whilisant la formule des probabilités totales que P(B) = %

2. On reamarque qu’ur malin dorné Coralie prend le bus. Quelle est la probabilité qu'elle so soit
bevée A Flewre ? '

3. On étudie maintenant les trajets pendant les 180 jours de cours d'une année scolaire. On suppose
que chague jour les choix de Coralie sont indépendants des choix des jours précédents,

On nomme X la variable aléatoire égale au nombre de [ois on Coralie prend le bus,

a) Reconnaitre la loi de X. Donner Uensemble X (0) des valeurs priscs par X ef pour chaque
entier k, une expression de P(X = k) en fonction de k.

b) Donuer B(X) et V{X).

¢) Fn moyenne combien de matins dans année Coralie peut-elle espérer aller au lyce & pied ¥

Partie 11
La société de bus annonce pour la semaine prochaine un préavis de gréve reconductible. On suppose
gue durant la gréve aucun bus ne circule,

Cette lols-cl, bien entendu, Coralie est obligée de se rendre aun lycée & pied. Mais si elle se léve en
retard, elle arvivera en retard au lycée. Chaque jour de gréve, elle arrive done eu retard au ycée avec
la probabilité 3. _

On admet que la durée de la gréve en nombre de jours suit une variable aléatoire NN dont la ol est
donnée dans le Lablean suivant :

=N

(=il i ]

P(N =) | §

calwa
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Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de jours oft Coralic est en retard au lycée pendant la
piriode de grove.

1. Calculer E{N).
2. Décrire Y{11), ensemble des valeurs prises par Y,

3. a} Calculer les probabilités conditionnelles Finy=1y(Y = 0) et Py_y)(Y =1).
b) En déduire gue P(N =1 N (Y =0)) =L et que P((N=1)N(Y =1)) = 3
Que valent PN = 1) MY = 2)) et P((N=1)n(Y = 3)) ?

1. On admet que la loi conjointe du couple (N, Y) est donnée dans le tableay suivant -

v
1 1

1 Liilogo

- 1 i 1

2 % | mlwm |0
111
a9 i1 12 74

a) Déterminer la loi de Y. Justifier que E(Y) = g

b) Quelle est la probabilité que Coralie ne soit pas en retard au lycée une seule fois pendant
la durée de la gréve 7

¢) Les variables aléatoires Y et N sont-elles indépendantes ?
d) Caleuler E(YN). En déduire cov(Y, N}

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur B par

F(t) = o sl £ € [0, 1] et F(£) = 0 sinou

di.

L
1. a) Calculer
o t+1
b) Moutrer que f est une densité de probabilité.
Soit X une variable aléatoire ayant pour densité f. On nomme F la fonction de répartition de X,

2. a) Caleuler F(z) pour tout réel z < 0 et pour tout réel z > 1.

b}y Moutrer que si z € [0,1] alors Fz) = — et

3. a) Justifier que pour tout réel ¢t de [0,1] on a: T = ] — r—y
Log
b) Calculer / —dt.
o t+1

. I —Inf2
¢} Justifier que X adimet une espérance et que B{X) = 7()

Inf2)
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