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La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans lappréciation das copies,

Les candidats sont invités a encadrer dans le mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils he doivent faire usege d'aucun document : Putilisation de toute calculatrice et de tout matériel éiectronique est
interdite, Seule utilisation d'ure régle graduée est autorisée.

Si au cours de 'épreuve, un candidat repéere ce qui lui semble &tre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

* L'épreuve est constituée de guatre exercices indépendanis.

o Lo probabilité d'un dvénement (3 est notde P{(7).

EXERCICE 1

S0it ¢ un réel strictement positif et f la fonction définie sur B & valeurs réelles telle que :

22t} img
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1.a) Soit B un réel supérieur ou égal 4 a. Calewler Vintégrale / 2p7 20 gy
fa

: o
) En dédnire la valeur de I'intégrale / 2e Atk qp.
24

2. Montrer quie f pent &tre considérée comme une densité de probabilité.
Dans le sutte, on note X une variehble aléatoirr admetiant [ eomme densitéd.
1me 250 girng

3. Montrer que la fonction de vépartition Fy de X est donnde par « Fx(z) = { 5 :
S1N0T1

4. On note Y la variable aléatoire définie par : Y = X —a.
a) Déterminer In fonction de répartition Py de Y.
bl En déduire que Y suit une loi exponentielle dont on préeisera le paramitre.
¢) Donner 1a vateur de Vespérance de Y.
d} En déduire que X admet une espérance et donmer sa valeur.
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EXERCICE 2

i
On considére la suite (u,)nex définie par : ug = 1, et pour tout n de N*, u,, = f (1‘3(1 + t})n dt.
g

1. On note g la fonction définie sur R & valeurs réelles selle que : pour tout t = O, g(t) = (1 + £} In(1 + ¢} — 1.
a} On note g’ la fonction dérivée de g. Caledler ¢'(2) pour tout réel ¢ 2 0.
b} En déduire la valeur de u;.
2. Soit { la fonction définie sur Uintervalle [0, 1] & valeurs réelles telle que @ f{t) = In(1 + 1).
a) On note f' et f7 respectivement, les dérivées premiére et seconde de 1.
Caleuler pour tout réel £ de [0, 1}, f() et f7(1).
b) Etudier les variations de f swr Uintervalie {0, 1] et tracer la courbe représentative de f dans e plan rapporté
&4 un repére orthonormé {on donne : In2 = 0, 7).
¢} Montrer que la fonction f est concave sur {6, 1)
3.a) Justifier pour tout réel ¢ de [0, 1], Vencadrement suivant : 0 € In{1 + 1} < In 2.
b} Montrer qize pour tout nnde N*, on a : (¢ € u,, € (In2).
e} En déduire que la suite (1, )nem 88t convergente et a pour limite 0.

4.a) A T'aide d'une intégration par parties, établir pour tout entier naturel n, la relation suivante :

ttnir = 2( ln?)mrl —{n + 1}u, .

{On pourra remarquer qu'une primitive de la fonction 2 — 1 est 1 3 1 4 £}

s . 1
b} En déduire que pour tout entier naturel n, on a: {4+ Du, £ Q{In Q)M_ .

¢} Montrer que ta suite {u, },en est décroissante.

d) En utilisant Ja monotonie de 1a suite (i lnen, montrer que pour tout nde N, ona: (n+2)u, » 2(In 2)”’+1,

o _ nw
e} Déterminer lim —————ueee.
ntoe 2(1n2)

EXERCICE 3

2x+1
T+ 2

Soit f la fonction définie sur R & valeurs réelles telle gue : pour tout z 2 8, fiz} =

On considére la suite (it Jnew définie par @ ugy = 3 et pour tout n de N, vyp1 = Flun).

1.2) On note F la fonction dérivée de f. Caleuler pour tout réel ¢ 2 0, f'{z).
1} Dresset le tableau de variation de f en précisant les limites aux bornes de l'ensemble de définition.
Placer les véels 1 et f(1} dans ce tableau.

2.2} Montrer gue pour tout catier naturel n, le réel 1, appartient a U'intervalle {0, 1},

: . T, 3
b) Etablir pour tout réel x de [0, 1], 'inégalité suivante : | f'(z)| € re

. 3
¢) En déduire que pour tout entier naturel n, on a : |up4 — 1| € 1 Mg — 1]
s . e leen 1 3V
¢) Etablir pour tout entier naturel n, I'inégalité suivante : ju, — 1| € 5 P 1)

&) En déduire que la suite (i, )nex ost convergente et donner sa limite,
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1 7 les matrices diardee 2 <ot 4 < (2 FY 7 (1 1 _{1 0
3.bou,A‘Jet]l(.smatrlucbdmdre?huwautes,A—(1 2)1.1_(} ])etl__(o 1).

a) Montrer que J? = 2.7,

b} Etablir pour tout entier naturel =, la relation suivante : A” = J + %(3“ ~ 1}J (on rappelle que A = J).

¢) Donner sous forine matriciclle, Vexpression de A™ en fonction de n.
4. On note (Pninen et {gn)uey los deux suites définies par :

Prdl = 2Fn + g

=1, go = 2, et pour tout n de N, ;
Pu % ’ P © { Gnt) = Pat+ 2 Gn

On considére pour tout » de M, 12 matrice 2 denx lignes et une colonne X, définie par : X, = (i ™ )
ki3

a) Etablir par récwrrence que pour tout n de N, on a : X, = A*X,.
b} En déduire I'expression de X, en fonetion de n et donner les valeurs de py, et de g, en fonction de n.
P

5.a} A 'aide d'un raisonnement par vécurrence, &tablir pour tout entier naturel n, Pégalité : u, = .
k18

b} Dommer Vexpression de u, en fonction de n et retrouver la limite de la suite {1, Jnen.
EXERCICE 4

Une puce se déplace & chague unité de temps sur les quatre sonmmets, numérotés 1, 2, 3 et 4. @un carré selon

le protocole suivant :

e A linstant 0, la puce se trouve sur le somunet 1.

o 5i A Pinstant n (n 2> 0) la puce se trouve sur le sommet 1, elle sera a Uinstant = + 1 sur le sommet 1 avec la
prohabilité :5 ot sur le sommet 3 avee la probabilité %

s 3ia Vinstant n (n 2 1) la puce se trouve sur le sommet 2, elle sera i linstant n -+ 1 sur le sommet 1 avee la

s b .1
probabilité 3 et sur le sommet 3 avee la probabilité 7

o 5ialinstant » (# = 1) I puce se frouve sur le sommet 3. ollc sera & l'instant 1 + 1 sur le sommet 2 avee la
probabilité % ct sur le sommet 4 avec la prebabilité —;«

+ 5i & Uinstant n {n 2 1) la puce se trouve sur le sommet 4, elle sera & Pinstant n + 1 sur le sommet 2 avee la
prohabilité % et sur e sommet 4 avee la probabilité %

Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire égale au numéro du sommet occupé par la puce &

I'instant n et on a done P({Xg = 1]} = 1.

1.a} Déterminer lu loi de X;.
b) Caleuler Pespérance et la vanance de X;.

2. Déterminer Ia loi de X5,

3.a} En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier 7 supérieur ou égal 3 2. on a :

P = 1) =3 PUXn = 1) + P = 2]).

b) Exprimer de méme, pour tout entier n supérienr ou égal 4 2, P{[X,, 1| = 21}, P{{X,41 = 3]), P{{Xp41 = 4D
en fonetion de P([X,, = 1]), P(IX,, = 2]), P{{X, = 3] er P{[X,, =4]}. '
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¢} Vérifier que les relations précédentes sont encore valables pour n =1 et n =0,
d} Que vaut pour tout n de N, la somme : P([X,, = 1]} + P([X, = 2]) + P([X,, = 3}) + P([X,, = 4])?

1
4. On pose Uy = { G | et pour tout n de N, on note U, 1a matrice 4 trois lignes et une colonne définie par :
o/

P([X“ = 11)

b = P({.{ n= Q])

P({Xn = 3])
4 3 0 s 0
Deplus,onpose:A=6 ~2 -2 1 ethg i
2 3 0 0

En utilisant les relations trouvées précédemment, établir pour tout n de N, la relation : Uhey = AU, + B

5.2} Déterminer une matrice L & trois lignes et une colonne vérifiant : L = AL + B.
b} Etablir pour tout entier naturel 7., la relation suivante : U, = 4" (UU — L) + L.

6. Ur pose ' = 6A. Soit i, I et F les matrices d’ordre 3 définies par :

11 3 1 0 0 0 -5 -5
R=4{-1-2-11,D=00-2 0jetQ={-2-4 2
-1 2 1 0 0 3 4 3 1

a} Caleuler RQ. En déduire que R est inversible et donner B71, ot B! désigne la matrice inverse de la
mafrice R,

b} Caleuler CR — RD.

¢) En déduire pour tout entier naturel n, la relation suivante : A™ = (E) RD"R™.

7. On admet que ls limite de la matrice U, Jorsque n tend vers o0, est une matrice U dent les coefficients sont
obtenus en prenant la limite des coefficients de Uy, lorsque n tend vers +o00.
Déterminer U et préciser lim P{{X, = 4]).
LR s :
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