ECRICOME TECHNO Correction année 2000

Exercice 1

1. Calcul de A2 et A3 :

A A
010 01 0
0 0 1 0 0 1
0 0 O 0 0 O
0 1 0 0 0 1 0 0 O
0 01 0 0 0 0 00
0 00 0 00 0 00
A A2 A3

0
donc A2 = 0
0

o O O

1
0 et A3=0
0

pour n >3, (n—3) > 0donc A" = A" 3 x A3 = A" 3 x O =0 pour n > 2, A" = O.

2 2
M(z)M(y) = {Hmﬁ;ﬁ} [I—i—yA—i— %Aﬂ

2 2 2 2 2,2
= ]2+yIA+%IA2+xAI+xyA2+x%A3+%IA2+%yA3+%%A4

y?
= I+(z+y)A+ ( +xy + ) A? (les autres termes s’en vont puisque A® = A* = O)

2
x2+2;y—|—y A2

(33 + y)2 A2

= I+(z+y)A+ 5

I+ (z+y)A+

on a bien : M(z)M(y) = M(z +y)

3. On montre par récurrence que (M(z))" = M (nz):
vrai au rang 0;
si vrai au rang n, alors

[M(@))"" = [M(2)]" M(z) = M(nz)M(z) = M(nz +z) = M((n+ 1)z)
donc ppté héréditaire, donc on a bien : Vn € N, (M(z))" = M (nx)

M(0)=1+0A+0A%>=1IM(0)=1

10 0 01 0 2[00 1 1z 222
4 M@)={0 10 +al00 1 )+Zf000]=|01 =
0 01 0 0 O 0 0 O 0 0 1
1 nx (nx)?/2 1 nx n?x?/2
5. (M(z)"=M(Mmz)=| 0 1 nw =10 1 nw
0 0 1 0 0 1

6. M (x) est triangulaire et aucun élément de la diagonale n’est nul, donc M (z) est inversible.
On a vu que M (z)M (y) = M(z+y)et que M(0) = I ; pour y = —z, on obtient : M(z)M(—z) = M(x—z) = M(0) =1
; donc M (z) est inversible et [M(z)]™" = M(—z)

1 -z (—x)%/2 1 —z z2/2
7. Etdonc: [M(z)] "= 0 1 —x =[(0 1
0 O 1 0
1 4 1 4n 8n?
8. B est la matrice M (4) donc B~ = [ 0 et B"=| 0 1 4n
0 0 0 1

9. Méthode du pivot :
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1 48] 100 1 40|10 8
014010 il:?:iéi“ 01001 —4 Iyl —daly
001|001 2 2 3 00100 1
10 0] 1 —4 8
0100 1 -4
0010 0 1

1 -4 8

On retrouve bien B~! = 0o 1 -4

0 0 1

Exercice 11

. . . . Si <z«l1
1. La fonction de répartition de Y est la fonction F' définie par : F(z) = { z st 0szs

0 si z<Qouxz>1"
T—a

(si Y suit la loi uniforme sur [a;0], F(x) =< b—a
0 si z<aouz>b

si a<ae<d )

2. (a) La derniére personne arrive au plus tard a l'instant ¢ quand chacune des trois personnes est arrivée au plus tard

a I'instant t, donc
X <t)=[M <t)n(Yz <t)N(Yz < i),

(b) Or les 3 variables aléatoires Y7, Ys, Y3 sont indépendantes, donc
P(X <) = p(¥i <) x p(Ya < &) x p(Ys < 1)

23 st 0<z<1

donc:GestdéﬁnieparG(m):{ 0 s z<O0ouz>1"

(¢) Une densité de X est égale & G’ pour x # 0 et x # 1, et prend une valeur arbitraire en ces deux nombres, donc

3x2 si 0<z<1

une densité g de X est définie par : g(z) = { 0 s z<Oouz>1"

+oo
Comme g est nulle en dehors de [0; 1], I'intégrale [[[ z x g(z)dx est convergente, F(X) existe, et :

1 1
3 13
— 2. _ 3. _ 4l _
E(X)—/xxi’):vd:v—/?)md:c—z[:c]o—z.
0 0

3. Ej est 'événement "la derniére personne arrive avant 17h20", soit By = (X < 1/3).
E, est 'événement "la derniére personne arrive entre 17h20 et 17h40", soit Fy = (1/3 < X < 2/3).
Es5 est ’événement "la derniére personne arrive entre 17h40 et 18h", soit F3 = (2/3 < X < 1).

Donc
p(E1) =G (;) = %,p(EQ) =G(2/3) - G(1/3) = 217
et
p(Es) = G(1) - G(2/3) = ;i;

4. (a) (ANE) =[(Y1 <1/3)N (Ya < 1/3) N (Vs < 1/3)]. (soit (AN Ey) = By)
(ANE;) =[(1/3
1)N(2/3 < Vs < 1),

(b) Comme A= (ANE1)U(ANEy)U(ANE3), et que les (AN E;) sont incompatibles,
p(A) =p(ANE;)+p(AN Ey) + (AN Es).
P(ANEy) = p(X < 1/3) = G(1/3) = 1/27

P(ANEy) = [F(2/3) — F(1/3) = (1/3) = 1/27 ¢ done p(Ad) = = = ¢
p(ANEs) = [F(1) — F/3) = (1/3)* = 1/27

2

<Y <2/3)N(1/3<Y,<2/3)N(1/3<Ys <2/3)] (ANE) = [(2/3<Yi DN (2B<Ya <
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Exercice 3

z >0
l’<62 )

x>0
Inzx <2’

In(z) existe

2—1In(z) >0’ donc on a bien

1. (a) v/2 — In(x)existe quand { c’est-a-dire quand { soit quand {
: Dy =]0; €?].
(b) Quand z — 0, In(z) — —o0, donc 2 — In(z) — +oo, donc lir{)l+ f(z) = +o0.

Quand x — €2, In(x) — 2, donc 2 — In(z) — 0, donc lirzni f(z)=0.

—1/z

2 J@) = 24/2 — In(x)

, qui est négatif sur ]0; €2], donc f est décroissante sur ]0; e2].

f'(z) -
fl@) | 4o | N\ ] O

3. Quand 1 < z < e, comme In est croissante, 0 < In(z) < 1, donc —1 < —In(z) < 0, donc 1 <2 —1In(z) < 2,0or 2 < e,
donc 1 < /2 —In(z) < V2; or V2 < e, donc 1 < f(z) < e; donc : 'image par f de [1; ] est contenue dans [1;¢€].

B 2 —In(z) = 2? 22 +1In(z) —2=0 g(x) =0
= f(a:)—x<:>{ z €] 0; €% < z €] 0; €?] < z €] 0; €] -
Etudions ¢ : ¢'(x) = 2z + —, qui est positif quand 1 < z < e, donc g est strictement croissante ; or lir% g(x) = —oc0 et
z z—

g(e?) = e* qui est strictement positif, donc, comme g est continue et strictement croissante de | 0; €?] vers g(] 0; €?]) =
] — 005 €?] qui contient 0,

'équation g(z) = 0 a une solution unique a dans ] 0; €2]. De plus g(1) =1—-2= -1 < 0et g(e) =e? -1 > 0, donc
g(1) < g(a) < g(e), et donc, comme g est croissante, a € [1;€].

Et donc I'équation f(z) = x a une solution unique a dans [1;¢€].

5. a est 'abscisse du point d’intersection de C et de la droite d’équation y = x.

6. (0) 0) = 5 donc (o)) = 5 s

1 1 1
Dans [1;¢€], d’aprés 3), 1 < f(z) < e, donc 2 < 22 x f(x) < 22, donc 207 < 2f/(5;) < 3 soit : Dans [1;€],
1
!
< -
7)<

De plus, pour tout n entier naturel, montrons par récurrence que u,, € [1;¢] :

ug = 1, donc ug € [1;€l;

si pour un n quelconque entier positif, u,, € [1;e], alors, d’aprés 3), f(u,) € [1;€], c’est-a-dire u, 41 € [1;¢]. On
peut donc appliquer 'inégalité des accroissements finis aux nombres u,, et a qui sont dans [1;e]:

1
Pour tout n de N, |f(un) — f(a)] < 3 |un, — al ; et comme f(uyn) = upt1 et f(a) = a, on obtient bien :Pour tout

1
ndeN, |upt1 —al < 3 [un — al.

n
(b) Comme |up — a|] < e — 1, on montre par récurrence que pour tout n de N, |u,, — a| < 2) (e—1);

" "
On aura donc |u, —a| < 1072 dés que (2) (e —1) <1072, soit deés que (2) (e—1) <1072

1\" L, /1\" _ 1072 102 ~21n10 — In(e — 1)
— — < — < < —_— >
(2> (e—1)< 10 <:><2) < (6_1)<:>nln(1/2)\1n<(6_1)><:>n/ 2 ;

T
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2In10+In(e — 1)
In2

donc pour n > y |un —a| <1072,

2

1 n71<10_2<:> 1 n71< 1 & 1 n< 1
2 = 2 =100 2/) T 50’

et ceci est vrai dés que n > 6 ( 26 = 64)

1 n—1
On peut aussi dire, puisque e — 1 ~ 1,7 < 2, que |u, — a|] < <> , et

1 \" 1\"
(¢) Quand n — +o00, comme —1 < 5 < 1, (2> — 0, et donc, comme |u,, —a| < (2> (e—1), lim |u, —al =0,

donc la limite de la suite (u,,), quand n — 400, est a.



