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Exercice 1

1. fl) =e¢* —x ;| lim f(z)=+4oc0|(car x — —o0 ; €* — 0) et f(xzx(j—l) lim f(z) = +o0 (carﬁ—>

T——00 xr——+00 €T

+o0o: thdecc)| lim f(z)—x=0|donc D:y=—x asymptote & C en — o0

x —00 0 +00
2. fllz)=e"-Le"—1>0e">1o2>0;| fl(z) | — 0
fl@) [+o0 [ N1/ | 40
3. Pour n > 2, f est { strizi):ggllte N de |—00; 0] vers f(]—o0;0]) = [1; +00[ qui contient n, donc Péquation f(x) =n
a une solution unique dans | — 00; 0] ; de méme :
f est { .contmue de [0; +o00[ vers f([0; +oo[) = [1; 400 qui contient n, donc I’équation f(z) = n a une solu-
strictement ’ ’ ’ ’

tion unique dans [0; +00[; en conclusion, pour n > 2, 'équation f(x) = n a deux solutions de signe contraire.

4. a, est la solution positive de f(z) = n, donc a,, est 'abscisse de point d’intersection de C et de la droite D,, d’équation
y=n

O\ fdady X

5. f(an) = n, donc f(an+1) = n+1, done f(an) < f(ant1), et comme les a,sont dans [0;+o0[ et que f est croissante
dans [0; +oo[, on obtient : a, < an4+1, pour tout n > 2; donc la suite est croissante.

6. On a e — a,, = n, donc e~ = a, + n, donc, comme a,, > 0, e > n, donc a,, > In(n). Or lim In(n) = +o0, donc

n—-4o0o
(th de comparaison), lirf ap = +00.
Exercice 2
1 3 -6
L. A2=| -6 10 —-12 | =—-A+2I3
-3 3 -2

1
2. Donc A est inversible et A~! = 3 (A+I3)

0A+1I3=1;
A° =,
- Soit n un entier naturel quelconque ; on suppose que A" = u, A + v, I3 alors

3. - Pour n =0, { , donc la relation est vraie au rang O ;

A = (up A+ v, I3)A = up A2 + v, A = up (—A + 213) + v, A = (—uy +vp) A+ 2u, I3

donc A" = (u,41A + v, 113) . La relation est héréditaire ; donc :
pour tout n entier naturel, A™ = u, A + v, I3
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(a) =, = up + vy, donc
Tp+1 = Un+1 + Un4+1 = —Unp + v + 2un =Up t+ v, = L,y

donc la suite (z,,) est constante et pour tout n entier naturel, x,, = xg = ug + vo = 1;

(b) Yn = 2up — Uy, donc

Yntl = 2Unt1 — Untl = —2Up + 20, — 2Uuy = —4Uy + 20, = —2y,.
Donc la suite ( y,,) est géométrique de raison 2 et de 1¢” terme yo = —1, donc y, = —(—2)".
1 1
— ) Un = 7(xn + yn) Un = 3 (1 - (_2)n)
(c) On a { ‘T"i 2u” +Un , d’ou : 13 , soit : i‘ ;
Yn = 2Un = Un Uy = = (2% — Yn) vy, == (24 (=2)")
3 3
1 1 .
5. Et donc : A" = 3 (I-(-2)")A+ 3 (24 (=2)") I, soit
1 1 2 1
A= |- — =(=2)"| A -+ =(=2)"| .I
-] as [ g
pour n = —1,
1 1 2 1 1 1
(=) A+ |+ (-2 =cA4+ 3=ATT
[5-3¢c07 | a+ [543 m=ga+3n
d’aprés la question 2). Donc : la formule est encore valable pour n = —1

Exercice 3
1. Pour chaque ampoule, on considére 1’épreuve a deux issues :

D : elle est défectueuse, de proba p = 1%
D : elle n’est pas défectueuse, de proba ¢ =1 —p = 99%

Il y a indépendance d’'une ampoule a 'autre

X compte le nombre de réalisations de D sur les n ampoules produites par la chaine A
Y compte le nombre de réalisations de D sur les m ampoules produites par la chaine B.
Donc X ~ B(n;1%) et Y ~ B(m;1%).

2. (a) Pour les mémes raisons, S ~ B(n + m;1%).
(b) S=X+Y
3. (a) Avec les valeurs de n et m , S ~ B(10000;1%).

Comme 10 000 >30, 10000 x 1% = 100 > 15, et 10000 x 1% x 99% = 99 > 5, on peut approcher la loi de S par
la loi normale de parameétres 100 et V99 = 31/11

(b) On veut p(95 < S < 105); avec approximation par S > > N (100; 3v/11), et en ne tenant pas compte de la
correction de continuité,

p(95§5<105)Np(95<5/<105)—p(\;1iléS/*g\;131),

avec S’* suivant la loi normale centrée réduite. Donc

5 -5 5
BLIS<IB)~F(——|—-F|—— ) =2F ——) —1=0,384p(95 < S < 105) ~ 0, 384.
P ) (3\/ﬁ> (3\/H> (&/ﬁ) o )

4. (a) Soit Ty et Ty les variables aléatoires respectivement égales a la durée de vie en heures de chacune des 2 ampoules.
T, ~ E(0,001) ; de méme pour T
Les 2 ampoules fonctionnent au moins 500 heures est 'événement A = (T} > 500) N (75 > 500). Comme T} et Th
sont indépendantes, et suivent la méme loi,

p(A) = p[(Ty = 500) N (Ty > 500)] = [p(T1 > 500)]* = [1 — p(T1 < 500)]?

2



ECRICOME Option TECHNO Correction année 2001

si <0

. et sa
,001%001e i 2 >0

Or on sait que une densité f de T suivant E (0,001) est donnée par f(x) = 8

0 si <0

fonction de répartition F' par F(x) = { 1 — 0001z ; (et F(z) = p(T < x) bien sir) donc

sio x>0
1 _p(Tl < 500) -1 F(as) — 6—0,001X500 _ 6_1/2,

et donc :
p[(T) > 500) N (Ty > 500)] = e~ ' ~ 0, 368.

(b) Une seule ampoule fonctionne encore aprés 1000 heures est I’événement :

B = ((Ty > 1000) N (T> < 1000)) U (T < 1000) N (T > 1000)),

"\ événements incompatibles, de meme probabilitée
sa probabilité est donc :

p(B) p ((T1 = 1000) N (T> < 1000)) U ((T1 < 1000) N (T3 = 1000)) = 2F(1000) x [1 — F(1000)];
F(1000) = 1—e !,

donc



