Corrigé ECRICOME 2002 T
Exercice 1
Etude la fonction f

1. P(x) a pour discriminanfA = -3 qui est négatif, don®(x) garde un signe constant, celui du
coefficient dex?, dono|pourtoutx réeP X » 1 Donc, pour toutx réel/P X ) exist, donc
| f est définie sur |

2. Quandx - o, P(x) (polyndme) a méme limite que donc P (k) — +o0 , donc,/P(X) — +oo :
lim f(X) = lim f(x) =+oo

2x-1
(f =u doncf =u 72/u) f(x) =——=x— .
22X -x+1
f'(x) ale signe d&x-1; d'ou le tableau de X —00 1/2 +00
variation def : f'(x) - 0 +
(avecf'(1/2)=,2) f(x) +oo [] 3 0 4w
XX =x+1-%x* _ 1-x

3. a f(X)-x=+x*-x+1-x=

\/xz—x+1+x_\/x2—x+1+x'

pourx> 0,+/x? = x . donc/x® - x+1+x= ,/x2(1—1+i2)+x:x(,/1——1+—12+1], et donc
X X X X
x(l—j 1,
f(x)-x= X =X

[ /1_1+1+1] N
X X X X

b) Quandx - +co, le numérateur tend versl et le dénominateur tend vers 2, donc
lim (f(x)-x)=-1/2

X — +oo

Et dongA:y=2x-1 estasymptote & (C) erro|

4. f(X)=x = VX =x+1=x = X*~x+1=x* etx> 0= x= ! (puisque 1>0).f (X) = x = x=1|

2x-1
5. a) f'(x)= :
) (%) 21X

b) Sur[$;1], f estcroissante, doridx[[3;1], f(3) < f(x), soit :|0Ox0 [ ;1] \/:isf ).

1 1 1 1 .
<—3, Ou encore :———=<—, Ssolt :

f) 2 f(x) 3

2

c) De cette derniére inegalité, on déduit,[sut], 0<

1 2
<

f(0 3’
De plus, suif3;1] ,0< 2x-1< 1. Et donc, suf3;1], 0< f '(x)<

0<

OxO[$:4], | f'(x)| <

1 - 1
\/§. \/§.

Convergence de la suite
1. *u,=3,doncu, 0[3;1]
* si pour un entien quelconquey, 0[3;1], alors, commef est croissante sur l'intervallé; 1],

f(u,) O[f(2); f@], soitu,,, O[\21], et comme2 21, u,,, O[41].



La propriété est vraie au rang 0 et héréditairacdgInOU, u, O[3;1]).

2. Récurrence simple.

3. a) Lasuitqu,) est donc croissante et majorée par 1 ; elle est donvergente vers un nombre
‘.
(u,) est cv verg
Upy = F(U,)
f est continue sug[ ;1
tous lesu, sontdang[ j1

(u,) CVvers1i

donc/ est solution de I'équatiof(x) = x, donc (question 4)

1
OxO[%;1], [f'()|s—= ,
b) 31, | ) \/3 ¢, donc, pour tout entier naturel| f (u,) - f (1) <+Ju, -1, et comme

lesy, etlsontdans[ j1
f(u,) =Uu,,, et f(1)=1, on obtient :\ONON, |u,,, ~1<%|u, - 1|

c) Reécurrence :

S (VRS = (%)O |u, —1 puisquea® =1.

- si pour um entier naturel quelconquiey, —1|< (%)"|u, -1, alors, commeu,,, -1 < +|u, -1,
Upe =1 < £ (£)"|up =1, soit :[u,,, =1 < (F)™u, —1;

la propriété est héréditaire et vraie au rang 8edgInON, |u, -1 < (ﬁ)“|u0 -1

d) |u,-4<10? dés que()"|u, <107, soit dés qués)" < 2.10°.
Or ()" prend les valeurs 1/3, 1/9, 1/27 , 1/81 poer2, 4, 6, 8. Donc pour= 8, ()" < 2.10°.

Exercice 2
1 Calcul des puissances dd

0" 0 O 00 O
1. Destdiagonale,don®"=| 0 1I' O |=|0 1 O

-1 0 1) (-1/3 0 1/
2. , doncP est inversible,eP_1=%Q ; P1=%{3 3 3|1 1 1 1
1 0 2 1/3 0 2/
0 0 3/4 0 0 O 0O 0 O
3. MP=|0 1 -3/2|etP™™P={0 1 0 |=D P™™M=[1 1 1))
0 0 3/4 0 0 3/4 Y4 0 JY2

4. ** Pourn=1, on sait (question précédente) qaeéMP = D , donc, en multipliant les deux
membres de I'égalité a droite par* et & gauche paP , on obtientPP™*MPP ™" = PDP™*, soit

M = PDP'|;I'égalité est donc vraie au rang O.



** Sj pour unn quelconquen=1, onaM" =PD"P™*, alorsM™ =PD"P'PDP*=PD™ P

I'égalité est donc héréditaire. Don€INCON",M" = PD"P™|.

00 (a4 @ o [
5. PD'=[0 1 ~2(3/4" | et M7= 1-3(3)" 1 143
00 (a4 ORI

2 Suites définies par une relation de récurrence.

1 1 1 1
n 0 2| Un 2Un T3 W, Uyig
1 - 1 - it . H —
1. |3 1 O}|v, |=| 3U,*V, |=]| V.., |, soit: pour toun entier naturel, X ,; = MX_ |
1 1 1 1
4 0 2)\Wh 2Uy T3 W, W

2. a) On obtient (démonstration par récurreneglkg), pour tout entiem supérieur ou égal a 1,

X =M"X,|

o) | 36 0 30" ooy | A() u, =4(3)’
b) Onadonc|v, |=[1-2(2)" 1 1-4(3)" || 0|=| 4(2)" |, soit:sv, =1-%(3)"

A U IR (1A S W ©) w, =4(3)’

) Quandn - +o, comme-1<3<1, ($)" - 0, etdonglim u, = lim w, =0 et limy, =1.

n - +oo N - +oo N - +oo

Exercice 3
L'énoncé donne :
3
P = _
(R)=",
Pour une plante P(R../R)=1 ;

PR./R)=P(R.IR) =3

d'ou, comme{ &E} est un systéme complet d'événements,

P(R.) = P(R)P(R,a/R) + PRIP(R./R) = p,L+ (1= B,)S S0it:| P =3P, +-

(p,) estdonc une suite arithmetico-géometrique ; sontfixe a veérifie : a ZEG +1, don .

la suite (p, —1) est géomeétrique de raisc-);n et de premier termép, —1), d'ou p, —1=%(p1 -1), et

1 n-1
donc : p, =1—(Ej 1-p)

n-1
I'énonceé donne p, :g, donc p, :1—2(—2j et, puisque—1<% <1, lim p, =1.

La plante ne donne que des fleurs roses pendantde=mieres années est I'événement
(RnR,n....R,). Avec la formule des probabilités composées,

PRNR,N....R)=PRPR,/RPR,/R,NR)..PR RNR,N ..R_,



Soit: P(RnR,n....R, )=—(—jn_l
De méme P(R n R, N ..... E)zl(éjﬂ.

R, de probabilitejs)z§ , et son contra
Pour une plante, on considéye 4

R, de probabilité 1p =%

comme chaque plante a la méme probabilité de damreefleur rose la premiére année, il y a
indépendance de ce caractére d'une fleur a l'autre
X compte le nombre de réalisationsigeparmi les 10 000 plantes achetées

3 k 1 10000-k
DoncX < B(10 000 ; 3/4) ;X (Q) =[[0;10009] ; et P(x=k) =Clk°°°°(2j (Z) ;
E(X)=np=7500; V(X)=np(1l- p)=137E;
*
10000*3_ 106/ 3_ 253
16 4
les conditions d'approximation de la loi ¥gar la loi normale sont vérifiées (n>30 ; np>Ip(l-
p)>5) ; on peut donc approcher la loiX@arN (7500 ;25\/?3)
7450~ 7500_ X — 7500 7550 7530

P(7450< X < 7550) P( 25/3 ~ 25/3 7 2§33
MR AP

or d(-x) =1-d(x) , doncP(7450< X < 7550 @(ij— |

V3

g= (X) =

donc ;| P(7450< X < 7550)) 0,7].




