ECRICOME 03 corrigé
Exercice 1

1.1 Etude de la fonctiorf.
1. f(x)=x+2-2In(e" +1)
pour toutx réel, € >0, donce*+1>1, donce* +1> 0, doncin(e* +1) existe, don¢D; = |.

2. Pour touk réeI,In(e‘X+1)=In1+Xe =In(e'+1)-In(€)=In( &+ 1)- 3 donc
e

-X+2-2In€e"+)=-x+2-2In(+r € } 2= ¥ 2 2In(x & ¥ f(x:
pour toutx réel, on a f (x) =-x+2-2In(e* +1).
D, est symétrique par rapport a 0, et pour jondel,
f(=x) =—-x+2-2In(e* +1)= f(x) d'apres I'égalité montrée précédemment, donc :

[f_est paire.

3. Quandx - +oo, lim f(X) =+oo|,

X — 00

-X+2 > 400

5 0,d €+ 1. 1, d g + 1) |C
e onc onc Irg ) }donc

4. f(X)-(-x+2)=-2In(e*+1), donc, d'aprés ce qui précécxlhs[lw f(X) —(-x+2) =0|, donc

ID:y=-x+2 estasymptote & C etw| .
La position relative de C et de D est donnée paigiee def (x) —(-x+2)=-2In(e”™ +1).
Or (cf 1) ), pour touk réel, e +1>1, doncin(e ™ +1) >0, donc-2In(e * +1)< 0, donc :
Pour toutx réel, C est en dessous de D.

e 1-¢€
€+l &+1
Commee* +1> 0 pour toutx, f'(x) est du signe de-le".
1-€>0- €<1l= x<Q0;douletableau de variations e

5. [f'(x)=1-2

(‘en utilisant(In u)':% avecu K= €+ ).

X —00 0 +00
f'(x) + 0 -
f(X) |- [ 2-2In2 1 -o

Remarques :
Commef paire, lim f(x) =1lim (%

f(0)=2-2InE + 1)= 2- 2InZ, puisquee’ =1

6. f(X)=x= x+2-2In(€ +1)= X= In(é+1)=1= &+1= e &= elio x In(-e1, donc

|L'équationf & F x a une solution uniquea = In(e—l)‘ .

7. T'(%) :1;—ex, donc f"(X) = _ex(ex'%)_(%_ €)€_ é(—2)2 , soit : f"(x) :_2%_
e +1 (e"+1) (e°+1) (e*+1)

8. Comme l'exponentielle est positive sur pour toutx réel, f "(x) <0, donc f ' est décroissante
surl(] , donc:

0x0[0,1], f'@W)< f'(x)< f0) ; or f'(1)=i;+i et '(0)= 0, doncOx0[0,1], gs f'(x) <0, donc



e-1

Ox0[0,1], | f'(x)< poel

1.2 Convergence de la suitéu,)

1. u,=0, doncu,d[0,1]. La propriété est vraie pour=0
Soitn un entier quelconque dé; on suppose que, [1[0,1];
alors, commef est décroissante dans [0, f (u,)OI[f(1), f (0)] ;
De plus, f (u,) =u,,, et f(0)=0,61et f(1)=0,37, donc[f(1), f(0)][0,1], donc :u,,, J[0,1];
La propriété est héréditaire. Donc :
OnO0, u,[0,1].

2. Utilisons la question 8 de la partie précédenigpliquons le théoréme des accroissements finssia
I'intervalle [0,1] :

Comme

e-1
1

a ]0,]1] , on peut appliquer le théoreme des accroissemerigs. fi

On0O0, u 0[0,1]

Ox0[0,1], |f (x)|

OnOC, |f(u,) - f(a)|se—_1|un—a| ; etcommef(u)=u.,, et f @)=a, on obtient :

OnO0, [Uy, - a| |L41 al|

On peut alors montrer par récurrence quel(] , |un —a| < (e_;:lJ :
e
e-1Y
Pourn=0, commeu, J[0,1] et ¢ 0[0,1], |u,~a|<1 ; de pIus(—Jrlj =1, donc l'inégalité est vraie
e
au rang O.

n
Soitn un entier naturel quelconque ; on SUIOIOOSe|qpea| < (iij :
e

AN e-1 . e-1
Alors e—|u ~al< (ele ; et commelu,,, -4 ST|un ~al, on obtient Ju,.,, -a|< (mj

S A e 1
linégalité est héréditaire. Dongin00, |u, -a|< (e+1j .
e

e+l
et doncu, - a.|La suite (1, ) converge vers|.

Quandn - +w, comme- 1<e_1<1 (%j - 0, donc, théoréme des gendarmes,—a| - 0,
e




Exercice 2

2.1 Calcul de la puissanca®™edeA.

1 0 X 0
1. |A] 0 |=| O|. Donc le systeme\| y|=| 0 | n'est pas un systéme de Cramer, puisqu'il a - au
-1 0 z 0
1 0
moins - 2 solutions | 0 | et| O, donc | La matricé n'est pas inversible .
-1 0
1/4 1/8 1/ 1/8 3/16 1/8
2. |A*=|1/2 3/4 1/2||et|A°=|3/4 5/8 3/4
1/4 1/8 1/4 1/8 3/16 1/8
1/4 1/8 1/ 0 1/4 1/4 3/8 1/
A+ A=|1/2 3/4 1/2/+| 1 1/2 1=| 3/2 5M-3/—/ﬁﬂmm:N:%UV+N.
1/4 1/8 1/4 \ 0 1/4 1/4 3/8 1/

3. Pourn=1, A'= A=0A+1A, dongA'=a A+ h Aavec a= 0eth= |
Soitn un entier quelconquey >1; on suppose qud" = a A + h A

Alors A" = A"A=(g K+ h A A~ a A+ pA:% F nb%:(% & n}) ZA—; ,a, Soit

1
%ﬂ=q+§%

A" =g, A+h, Aavec :I'égalité est héréditajre. On a bien :

bn+1 = E a,

OnO0* A'=g K+ h Aavec a, = p+% a etpl=—; k.

la suitg(a, +b,) est constan’te, et pour tauentier

4. %+1+q+1=q+%%+% 8,= g+ h, dong
A, th=a+h=1|

naturel non nu

1 1 11
Commeb,,, =4, 0, =2 A-B)==Zh+]

5. Lasuite(b,) est arithmético-géométrique; son point fixevérifie a = —%a +1, d'oua =% , et

donc la suite(b, —:—13) est géométrique de raiseﬂ%, et de ¥ termeb, —% =—§, donc

£l

1.2

=—+Zx

OnO0* 1k, ;

, etcommea, = h -1,




2.2 Etude de laloi d'une V.A.X,

1. Comme a l'instant O, le point lumineux est@n |P[ X, =0] =1| e

—

P[X, =1]=0=H X =2]|

Puisque
- Sialinstantn, nO0U , le point lumineux est e@,, al'instantn+1 il estenC,,
1 0
P[X,=1]=1 et P[X,=0]=0=H X, =2] et doneU,=| 0|/ etlU,=|1]||
0 0

2. L'énoncé donne :

Bl Xy Z0) (X, Z0)] = ( X2 =2)/( X,=0)] =0 et [( Xy, = )/( X,= O)J= 1
oL X, =0) (X, =1)] = F( X =2)( ><n=1)]=% et H( %, = 1)/( %= 1)]:—;
PL(X,n =0) (X, =2)]= [( X2 =2)/( X, =2)]=0 et {( X, = /(%= 2)]= 1

avec la formule des probabilités totales, con{m =0], [ X, =1, [ X, :2]} est un systeme

complet d'événements,

P(Xpy =0)= p( X, =0/ X, =0)p( X, = 0O A X,=0/ X=D A X=1 dX=0/% 2 2
P(Xp1 =D = (X =1/ X =0 (X =0 (X, =1/ X=DEAX=1F %=1 X% ¥ 2
P(X1=2)= p( X =2/ X, =0) (X, = O)r WX =2/ X=1) { X=D+ p(X,., =2/ X,=2)p(X, = 2)

Solt :

B(X,., =0) = Ox p(xn:0>+%x p(X, = 1+ Op(X% = 2)

P(Xo =1)=1x |O(><n=0)+%>< p(X, =D+ X p(X = 2)}

p(X,., = 2) = Ox p(xn=0)+§1>< B(X, = 1+ Ox p(X,= 2

Soit:|U,,, =AU, |

3. Par récurrence :
CommeU,,, = AU, , pourn=0, U, = AU,; I'égalité est vraie au rang O.

Soit un entien quelconquen =1 ; on suppose qud, = A"U,;
Alors, commeU,,, = AU, , U, = AA'U, = A™U,. L'égalité est héréditaire;

0) (1/4
Donc|OnO0*, U, = AUy Et U,=AU,=Al1|=|1/2|
o) (1/4

On avu au 1) que , poamon nulA" =g A+ A

n-1 n-1
A”:anA2+QA:F—Ex(——1j } K{—l{——lj X—Z} £, donc
3 3 2 3 2 3

U,=(a,#+BA U =g AY+h AY:[OnO0% U,=aU,+hU]
U, U,

n-1 1/4 n-1 O
Z__Zx(__lj 12|+ _1+(__1j <2 1
3 3( 2 3 2 3

1/4

4. Onobtientdonc|: P[ X =1] |=

P[X, =0]
P[X, =2] {



o mole g x eoro| 2 2. T Ao, 2

Donc.p[Xn—O]—qxn—Z]—l:g 3( 2) :l 4+{3+( 2) ?JO
2 2 ( 17| 1_ _

pLX, =0] = [3 z (——Zj }XZ—Q&—Z]

B 2 9 __1n—l x_l _1 __1n—1x_2x _g 1x _l_n—l
P, =1]= {3 3( 2) } 2{3{ zj 3}1 PLX, =1 3+3( 2) '

5. CalculonsE(X,) :
E(X,) =0x p[ X, =0]+1x { X, =1]+2x p X =2]
2 1><(— 1}“‘:2{ 2_2 (_ 1)”‘1:lx_1_1 E(X,) =1;|E(X,) est indépendante dt .

3

2 2 4

Exercice 3

3.1 Epreuve 1.

0 +
1. Montrons par récurrence quE:k :y :
k=1
Pourk =1, I'égalité est vérifiée;
. . % n(n 1)
Si pour un entien quelconquen=>1 Z , alors

k=1
n+l

Sk= (Z kj+( +1)= ”(” Dy (ne1)= (e 1)(1+—2)=wé”+2) - 'égalité est héréditaire:

n
Donc on a bien : pour tout entier naturet 1 Zk =
k=1

Remarque : on peut montrer cette égalité directeésm@crivant pour tout entier naturek 1

n(n+1)
2

S k=1+2+Bn d002 k= n(n+1), doqu—n(n+1).

' =n+(n-1)+ 31 K

2. Dansl'urne, ily d+ 2+D]E}n:Zk:w boules.

3. Les boules portent des numéros denldong X (Q) =11, n|.

Il'y a équiprobabilité des tirages dggn;_l) boules, et il y & boules numérotéds donc ,

k _  k _ 2k

OkOOL N, p(X= k= = =
cardQ) n(h+21)/2 np+ L

et pourk = n, on obtient bien|:p(X = n) -%1




n 2 &p_ 2 n@+D@+1)_[2aw ]
kZ n(n+1) n(n+1)kZ:;R_n(n+1) 6

4, E(X):Zn:kx A X

w

3.2 Epreuve 2.
1. Pour un tirage, on considere les 2 issuela boule tirée porte le nf, de probabilitép :%1, et
n

son contraireS, de probabilitél— p = 1—i—n—l
n+l n+1

On répete 10 fois ce tirage dans les mémes condifindépendance des tirages) puisqu'il y a remise
de la boule dans l'urne aprés chaque tiragé cempte le nombre de succés, donc

n+1 n+1

k
YO B (10; —) Y(Q) =[0;10J, et pour touk de10;10], p(Y =K = clko( 2 j x(”_‘lj

20 20 n-1_200- 1)

2. |E(Y) =10x V(Y)=10x px (1- p)= .
(V)= p= 1e() |O(|O)n+1m+1 (n+ 17

—~

3.3 Epreuve 3.

1. Pour un tirage, on considere les 2 isshiela boule tirée porte le nf, de probabilitép :%1, et
n

son contraireS, de probabilitél— p = 1_i_n_l
n+l n+1

On répete indéfiniment ce tirage dans les mémedittons (indépendances des tirages) puisqu'il y a
remise de la boule dans I'urne aprés chaque tiedgesompte le rang du®l succés, donc

2 _ o (n-1Y*" 2
Z0 G(Tl) Z(Q)=0[* et pourtoukdell *, p(Z=K) = X .
n

n+1 n+1
2. E(Z):izn_-l-l etv(z)ziz__]-:(n"'lj _n+1= r‘|2—]
P2 PP p \ 2 2 4
3.4 Epreuve 4.
2,1

L T =2 T =2)= AEEDN (L=2]_ HT=2x MT=2AT=2]_ 3 2

p(T,=2) (T, =2) NT=2)
Or, Formule des PT,

2.1 1

p(T, =2)= p(1,=2)x q(L=2)/(T= 21+ WT=1x W I=2)/( F DIFox-+-x1= —B.donci

pKn=aKu=zn=§.

2. [(T(Q) =T,(Q) ={L; 2}

On a pu tirer 11 12 21 2 2
Avec les probas : X1 2X 1 2X 1
(F des p composées) 0 3 3213 2




D'ou le tableau de la loi conjointe :

T\T, 1| 2| LoideT,
1 ol 1l 1
3 3
5 1,1 2
3|3 3
Loide T, 112 1
3|3

3. T, etT, suivent donc la méme loi ; les lois @iget T, sont données en marges du tableau de la loi
conjointe.

4. T, et T, ne sont pas indépendantes

puisque par exemple{(T; =2) n (T2=2)1=§¢ NT=2)x (T=2).

+§=—§: E(T,), donc E(T1+T2)=2E<1;):%)

5. |E(T)=

wlkF




