ESC Option TECHNO Correction année 2001

Exercice 1

Partie 1
2
x
1. A+z+—)
2
x? x?
(a) Quand x — —oo, (1+z+ ?) — +00  (polyndome, donc méme limite que ?) ,donc: lim f(z) = +oo
—x — 400, donc ¥ — 400 Tl
. 1 T 122 e* "
f(x) peut s'écrire : f(z) = —+—+= 5o , donc Quand z — +o00, — — 400, donc — — 0, donc 11111 f(z) =
er er " e’ T—+00
(b) e Puisque lirf f(z) =0, Cy admet (OX) comme asymptote en + oo.
T—100
1
e Puisque lim f(z) = 400, on étudie M : M =(—+1+ E)e_‘” :
z——00 T T x 2
(1+1+§)Hfoo f(z)
Quand z — —o0, T 2 , donc : ——+ — —o0, donc C a une Branche parabolique dans
—x — 400, donc ¥ — +oo x
la direction de (Oy) en - oc.
x? x?
2. (a) fllx)=Q+x)e*—(1+z+ ?) T = 7?671

2
e~ "est toujours > 0, - % est > 0 sauf en 0, donc f'(x) > 0 sauf en 0.

x —00 0 +00
fl@)] 0 | —]0] -
flx) [ 400 |\ | 1| N\] O
(b) Equation de la tangente a Cy au point d’abscisse xg : y = f’(z0)(z — x0) + f(z0).

{ f(0) =

#(0) :B donc la tangente & C'y au point d’abscisse 0 a pour équation :y = 1.

Partie 2

M v
L. (a) [(M)= [e"dx=[-e"], =—eM+1
0
+o0o
(b) Quand M — +oo, —M — —oo, donc e ™ — 0, donc Io(M) — 1, donc : [ e ®dx est convergente et a pour

0
valeur Iy = 1.

o B -
2. (a) Iny1(M) = [a" e dx. On pose : { (@) _;LH d’ou { v’(i(m y les fonctions u,u’,v,v’ sont
0

e
)= (n+1)a"
continues sur [0; +oo[, donc

M M
Liy1 (M) = [—a"Tle™™ (])VI / (n+ 1)z e “de = —M" e ™™ + (n41) /:E”eﬂ”dz
0 0

Soit : I 11 (M) = —M" e 4 (n 4+ 1)L,(M).
“+oo
(b) Onavuaul)que [ e “dwvest convergente et a pour valeur Iy = 1 = 1!, donc la propriété est vraie pour n = 0
0
“+oo
Soit n un entier naturel quelconque ; on suppose que [ z"e”“dx est convergente et a pour valeur I,, = n!. Alors,
0

L1 (M) = —M"Tte™ 4 (n 4 1)I,(M),

comme

Quand M — +oo,

e (—M) — —o0, donc M"*t1e™™ — () (croissances comparées de I'exponentielle et de la puissance),
o [,(M)—nl donc (n+ 1)I,(M) — (n+ 1)n! = (n+ 1)! d’aprés 'hypothése de récurrence,
+oo
Donc Ip,+1(M) — (n+1)!, soit [ a™le *dzest convergente et a pour valeur I,,41 = (n+ 1)!. Donc :la propriété
0
+oo
est vraie au rang 0 et héréditaire, donc : Vn € N, f x"e"*dx est convergente et a pour valeur I,, = n!l.
0
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©s0={ 07 5 120
“+o0o

“+o0
de plus, [ g(z)dz =

+oo +oo

/ g(x)dx =

—o00 0
donc f g(z

x)dzest convergente et vaut 3a, et f g(x

f(z) > 0 sur [0; +00[, donc a doit étre positif. Alors {

[ af(z)dz, et en utilisant le a)
0

—+o0 —+o0

0 0

+oo
)dr=1<a=

—00

g est continue sauf en 0
g est positive ou nulle sur R

1 1 1
a(/ e Ydx + / ze “dx + 3 / z?e dx) = a(ly + I, + 512) =a(l+ 11+ 52!) = 3a.

1
3’ qui est bien positif. Donc :

1
g est une densité de probabilité d’une variable aléatoire Z < a = 3

Sous réserve de convergence,

+oo +oo
E(Z) = / zg(x)dx = é / (z + 22 + 2°)e "dx.
—0o0 0

E(Z) converge d’apres 2) a), et

De méme,

Donc Z a une variance, et

de plus,

+oo +oo

/g(:z:)dx: /af(:p)da::a/ e Tdr+

—o00 0

donc f g(z

— 00

densité de probabilité d’une variable aléatoire Z < a = —

Sous réserve de convergence,

E(Z) converge d’apres 2), et

De méme,

Donc Z a une variance, et

x)dx est convergente et vaut 3a, et f g(z

1 1 1 1
E(Z) = (h+ L+ I3) = (14214 531) = 2
1 1 1 1 20
E(Z) = (I + I3+ -L) = =(2 + 31 + =4l) = —.
(27) = 3(l2 + I+ 51a) = 5(2+ 314 541
20 8
V(Z):E(Z2)*[E(Z)]2:§f4:§
+o00 +o0 400

+oo d 1
=1« = -,
X a = 3

— 00

1
3
+oo 400
E(Z)Z/xg(x)d :g/(x+ac +2%)e "dx
e 5
1 1 1 1
E(Z)= (I + I+ ~I3) = =(1+ 21 + =3) = 2
(2) 3(1+ 2+23) 3(+ —|—23)
2y _ 1 Ly Yoygy iy 220
E(Z?) = (L + Is+ 51h) = (214314 54 = =
2
V(Z):E(ZQ)—[E(Z)]QZ30_422

qui est bien positif. Donc :

1 1
/ ze dr+ = / 2?e %dx) = a(lp+ 1 + 512) =a(l+11+ 52!) = 3a.
0

g est une
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Exercice 2

Partie 1

1. (a) Méthode du pivot :

1 0 0 |1 00 1 0 0 1 0 0
-2 1 =10 10 LL2:__IfJF_2LLl ~ (01 1|2 1 0 |Ly«Ls—Ly
1 1 1 |00 1 S 0 1 -1 0 1

1 0 0 1 0 0

00 2 | -3 -1 1

1 1 0 0

1001 0 0 Ly« =L, 100 1 1 1

0201 1 1 ~010§§%

00 2|-3 —-11 L3 — L3 0 0 1 3 1
2 —_—— — =
2 2
I
P—l

L1 2 0 0
doncP—2 1 1 1
-3 -1 1
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(b) calcul de P"*MP :

M P
L[ 100 1 0 0
331 -2 1 -1
01 3 111
1
[ 2 00 L[ 2 00 L [2 00 7 00
st 11 gl 4 44 gl 080 PIMP=| 0 1 0 |=D
-3 -1 1 -6 -2 2 0 0 4 0o o0 L
2
p-1 P-1M P-1MP

P~'MP = D, donc en multipliant & gauche par P, M P = PD, et en multipliant & droite par P!, M = PDP~!.

2. (a) D est diagonale donc D™ est obtenue en élevant les éléments de la diagonale & la puissance n :

(b) M™ = (PDP~Y\(PDP~Y)(PDP~1)...... (PDP~Y) = PD(P~'P)D(P~'P)D(P~'P)...(P~'P)DP~! = PD" P!

Ou par récurrence :

M® =1 = PD°P~! la ppté est vraie au rang 0.

Si pour un n quelconque de N, M™ = PD"P~! alors : M"*!' = M"M = PD"P~'PDP~! = PD"t'P~! La
propriété est héréditaire; donc : Pour tout n de N, M™ = PD"P~1 .

\
Hl\.’)
N = =
—_ |
—t
|
N [\&)
N
N— | =~ o
Ne—r—
3
—_
|
N =
~—
3
N
|
B
N\
g
~
3
+
—_
+
w
7N\
N
3
—_
+
VRS
O |
~_
3
—_
|
TN
N
N~
3

4 0 0
3. (a) D est diagonale avec aucun élément de sa diagonale nul, donc D est inversibleet D=1 = | 0 1 0
0 0 2

(b) M = PDP~! et M, P, P~! sont inversibles, donc M est inversible, et M~! = (PDP~1)~! = (P~1)~1D-1p-1L
Soit : M~t = PDP~ 1.

Partie 2
L@ ] (W] W

—_— ——

urne blanche urne noire urne verte

, P(on tire une N dans l'urne B) =

4

, P(on tire une V dans 'urne B)=0

=~ =

P(on tire une B dans 'urne B) =

o] oo
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3 1
P(on tire une B dans 'urne N) = 0, P(on tire une N dans 'urne N) = 7 P(on tire une V dans 'urne N) = 1

1 3
P(on tire une B dans 'urne V) = 0, P(on tire une N dans 'urne V) = 7 P(on tire une V dans 'urne V)= I
P(on tire 1 boule dans 'urne blanche au 1¢" tirage) = P(on tire 1 boule dans 1'urne noire au 1°" tirage) =P(on

tire 1 boule dans I'urne verte au 1¢" tirage) = -

Puisqu’il n’y a de boules blanches que dans 'urne blanche, By est réalisé quand on a tiré une boule blanche dans

I’urne blanche, donc :

P(B;) = P(on tire dans 'urne B et on tire une B)= P(on tire dans I'urne B) P(on tire une B dans 'urne B )
1

=311

A chaque tirage, {tirer dans 'urne B, tirer dans 'urne N, tirer dans 'urne V } forment un systéme complet
d’événements, donc , formule des probabilités totales :

P(N;) = P(on tire dans I'urne B) P(on tire une N /on tire dans B) + P(on tire dans 'urne N) P(on tire une N

1 1 11
/on tire dans N) + P(on tire dans I'urne V) P(on tire une N /on tire dans V) = gz + 5% + Vi 1—72
De meéme, P(V;) = P(on tire dans I'urne B) P(on tire une V /on tire dans B) + P(on tire dans 'urne N) P(on

11 13 4
tire une V /on tire dans N) + P(on tire dans 'urne V) P(on tire une V /on tire dans V)= 317311
1 7
(remarque : B + D) + o= 1 ce qui est normal puisque {By, N1, V;} forment un systéme complet d’événements)

(b) on tire une boule blanche uniquement dans I'urne blanche, donc on ne peut tirer une blanche en 2°™¢ que si on a
tiré dans 'urne B en 17 :
11
p(BQ):P(BgﬂBl)ZP(Bl) P(BQ/Bl) = —.- =
—_ 124 48
proba de tirer une boule

1

B dans 'urne blanche

ou : formule des probabilités totales ({B1, Ny, V1} forment un systéme complet d’événements) :

p(BQ) = P(BgﬂBl)+P(BgﬂN1)+P(BgﬁV1)
= P(By) P(B2/Bx) + P(N1) P(By/N1) + P(V1) P(By/V1)
—_———— ——— ———
proba detirer une boule proba de tirer une boule proba de tirer une boule
B dans I'urne blanche B dans 'urne noire B dans l'urne verte

11+70+4 1
124 12° 127 48

{B1, N1, V;} forment un systéme complet d’événements , donc, formule des probabilités totales :

P(NQ) = P(NQ ﬂBl) —I—P(NQﬂNl) +P(N2 ﬁVl)
= P(B) P(N2/B1) + P(N1) P(N2/N1) + P(V1) P(Nz/V1) )
— — —

proba de tirer une boule tirer une boule noire tirer une boule noire
noire dans 'urne blanche dans 'urne noire dans 'urne verte

_ 13,73 41 % 7

124 1274 12°4 48 127

1 7 4 3 19
De méme, P(V3) = —.04+ —.0+ —.— (ou 1 — P(Bg) — P(N2))

12 12 124 48

2. (a) On ne peut tirer une boule blanche que dans 'urne blanche, donc on ne peut tirer une boule blanche au (n +
1)-iéme tirage que si on a tiré une blanche au n-iéme tirage, donc P(B+1) = P(B,)P(Bn+1/Bn) ;

1 1
P(Bp+1/Brn) = P(on tire une boule blanche dans 1'urne Blanche)= 1 Donc P(B,+1) = ZP(BH) Donc (p(B,))

de raison 1/4
de ler terme P(By) =1/12 °

rna ()" 5=

(b) Pour les mémes raisons qu’au 1) b), en utilisant la formule des probabilités totales et puisque

est une suite géométrique { donc

Ji
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1

. nt1/Br) =P(tirer une blanche dans I'urne blanche)= 7

B
B,,+1/N,) =P(tirer une blanche dans 1'urne noire) = 0, et
By+1/Vy) =P( tirer une boule blanche dans 'urne verte) =0 ;

NnJrl/Bn)

(
(
(
(
(Ny+1/Ny,) =P(tirer une noire dans l'urne noire) = %, et
(
(
(
(

T v
Il

3
. P(tirer une noire dans 'urne blanche) = T

)

!

1
Ny41/Vy) =P( tirer une boule noire dans l'urne verte) = 1)
Vn+1/Bn)
Vn+1/Nn)

P th—i—l/‘/n)

!

o P(tirer une verte dans 'urne blanche) = 0,

)

P(tirer une verte dans 'urne noire) = T et

3
= P( tirer une boule verte dans 'urne verte) = 1

P(Npi1) = SP(B,) + > P(N,) + ~ P(V,)

N t 3
P(Vu11) =0.P(B,) + Z'P(N") + Z'P(Vn)
On a donc bien : X,, 11 = MX,,.
(c) Soit la propriété X, = M"~1X;.
e Pourn=1, M" ! =M% =1T: ona bien X; = M°X;, donc la propriété est vraie au rang 1.
e Si pour un entier n quelconque supérieur ou égal a 1, X,, = M"~1X;, alors, comme X, ;1 = MX,,
Xpp1=MM" ' X, = M"X,.
la propriété est héréditaire, donc on a bien : Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, X,, = M1 X;.

1/12
3. Donc, X,, = M=t 7/12 |, donc :
4/12

n—-+oo

1

n n lim P(N,) =<

1 1 . 1 . 1 n—-+oo " 2

Comme 0 < 1 <le 0< 5 <1, lim <4> = lim <2> , i
2

Exercice 3

Situation 1

2n N
n?—2n B
[ ——

n2 boules

Contenu de 'urne : {

1. (a) Contenu de l'urne : L ;(;)01\];, J boules, donc la probabilité d’obtenir une boule noire lors d’un tirage est : p =
————
400
40 1
400 10

Ji
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Pour un tirage dans l'urne, on considére I’événement A : tirer un boule noire, de proba p = 1/10
(b) § on effectue 20 tirages avec remise, donc indépendants
X compte le nombre de réalisations de A
donc X suit la loi binomiale de parameétres n =20 et p =0, 1
X () = [[0;20]] et pour tout k de [[0;20]], P(X = k) = C%,0,1%0,920-*,

(c) E(X)=np=2; V(X)=np(l-p) =18
2. Le joueur est gagnant quand X < 2.

P(X<2)=P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2) =0,1216 + 0,2702 + 0, 2852 = 0, 6770

Situation 2

2n N . . . . 2
1. (a) Contenu de I'urne : { n’; on B J , donc la probabilité d’obtenir une boule noire lors d’un tirage est : p’ = —Z =
- n
_—
n2 boules

2

n
2
(b) Comme précédemment, Y suit la loi binomiale de paramétres n et p’ = —
N /2 Mk
Y (Q) = [[0;n]] et pour tout k de [[0;n]], P(Y = k) = CF (n) ( - ) .
2(n—2
(© BO)=mp=2 V(V)=m(1-p)=2""2
n > 30
2. (a) Comme nz2) = 21< 15 , on peut approcher la loi de Y par la loi de Poisson de parameétre F(Y) = 2.
=—-<—=x0,1
P=0S1 )
2
Y(Q) =N, et pour tout k de , P(Y = k) = e*ZH, E(Y)=2=V().

(b) Le joueur est gagnant quand ¥ < 2.

P(Y<2)=P(Y =0)+P(Y =1)+ P(Y =2) = 0,1353 + 0, 2707 + 0, 2707 = 0, 6767

20 2! 22 22
PY <2 e_za +6_2F +€_25 = <1 +2+ 2) e~2 = f(2), avec f la fonction étudiée dans I'exercice 1, d’ott
Y <2)

0,68 (on retrouve bien la méme valeur).

NN
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