Exercicel

Partie A
2 0 2

1) J?=|2 0 2|=2):;3%=320=2)2=43=2%].
2 0 2

Par récurrence , montrons qué =2%7*J :

« Pourk=1,onabienJ*=2°J ;

«  Si pour urk quelconque entier non nul,* = 2% J | alors, puisquel “** = J*J,

JK =213 =212 =223 =2 ;

L’égalité est vraie pouk =1 et héréditaire, dongpour toutk deIN*, J* =217/,
2 00 101 301

2) 21+J={0 2 0O(+|1 0 1|=|1 2 1|=A
0 0 2 101 1 0 3

ou bien:
atb 0 b a+tb=3
pouraetbréels,al +bJ=| b a b |;doncal +hJ=A < b=1 dou:]A=21+J
b 0 a+b a=2

3) Poun=1,2"| +(4 ;2 ]J =21 + 4;2J =21 +J = A ; I'égalité est vraie au rang 1.

n n

Si pour un entien quelconque non nulA" =2"1 +( JJ , alors, commeA™! = A"A,

An+1:|:2n| +(4n;2nj‘]}[2| +J]:2n+1| +2nJ+(4n_2n)J+4n;2n J2

=ovt) 4f2r 4 an -2 wan -2y =2 4 [24n 2]y =2y 4 A4 722 . 22"

n+l _ ~Hn+l
A 22 J

I'égalité est héréditaire. Donc pour toutle*, A" =2"| + (4 ;2 jJ .

2" 0 0) (4"-2"/2 0 4"-2"/2
4) OnadoncA"=| 0 2" O |+|4"-2"/2 0 4"-2"/2|.
0 0 2" (4"-2"/2 0 4"-2"/2

4" +2 0 4" -2
2 2
Or4—2 +2n=4 -2"+22 :4 +2 donc : An=4—2 on 4" -2
2 2 2 2 2
4" -2 0 4" +2
2 2
PartieB

4n _2n

1) Pourn:0,2nl+( ]J:2°I+L21J:I:A°;



La formule est vraie au rang 0.

301/1 00

2) |1 2 1/0 1 o} L, 3L, -L,
10300 1)L, <3L,-L,
301/1 0 0) L, ~8L-L,
06 2/-1 3 0|L,4L,-L,
00 8/-10 3

.
on obtient une matrice triangulaire dont tous léménts de la diagonale sont non nuls, daest inversible

24 0 0/ 9 0 -3) L, —124L,
0 24 0/-3 12 -3| L, - 1/24L,
0 0 8/ -1 0 3) L,-YsL,

1003 0 -18 (3 01

0 1 0/-Y8 12 -y8 Onadonc:A_lzé -1 4 -1

0 0 1/-8 0 38 -1 0 3
I Al

3) Pourn=-1,

3 0 -1
4222 ;21 +MJ=1|—5J=}(4|—J)=1 -1 4 -1|=A"laformule est
2 2 2 2 8 8 8
-1 0 3
encore valable poun = -1.

Exercicell

F(x) = x+1+20%
X

Partie A

x+1-1 lim f(x) = oo
1) Quandx - 0, donc| x-0

In x - R
InX - -0 etl/x — +oo,donc7 — -0 (ox) estasymptoteaC

In x . :
QuandX — +0, —— - 0 ¢ donc lim f(x) =+ ; de plus, lim (f(x) —(X+1))=O, donc @:

X X — +00

c.c;In etpol

‘y= X +1 est asymptote a C ehoo|

2) u(x)=x*>+2-2Inx.

2 . x*-1

a) u(x)=2x—-—=2 ; u'(x) est du signe dex® -1 dans]0;+00[, d’'ou le sens de variations de
X

0 1 + 00 |

X
u'(x) - 0 +

+ oo + oo
u(x)

ua un minimum égal & 3, doni(x) est strictement positif SL]O; + 00[ .



1-Inx _x*+2-2Inx _u(x)

NG NG x?

b) f'(x)=1+2

donc f'(x) est du signe del(X), c’est-a-dire

strictement positif su]O; + 00[ :
c) dou le tableau de variations de :

X
(x) ¥

f(x) — o ’ + o0

3)
a) La position de C par rapport a D est donnédepsigne def (X) — (x+1) ;

f(X)-(x+1) = 2In_x, qui est du signe dia x, d’ou :
X

X 0 1 + o0
In x - 0 +
conclusion b D coupeC ¢
C D

b) L’équation de la tangente au point d’abscigsest : y = f'(X,)(X = X,) + f(X,)

f@=2; f'() =3, dou l'équationde T y =3(x—1) + 2, soit
c)




Partie B
1) a) Lenombrer estl'abscisse du point d’intersection de la ceutbet de la droitéd d’équation

y=X.

1,
b) f(X)=X < 1+2|n—X:O<:» X+2Inx=0 = Inx:—lx@ X=e? = x=g(x).
X e odendo el 2

car x*0dans|0; +oo[

Puisquea est solution def (X) = X, a est donc solution d& = g(X), don .

2)
a) Poun=0, u, =1,doncO<u, <1 ;l'inégalité est vraie au rang 0.

. . " 1 1
Soit nun entier positif quelconque ; supposons Gueu, <1 ; anrs—E < _Eu” <0, donc, comme

1

I
I'exponentielle est croissante,2 <e 2" <e’;
1 1

Py ~5Un . . s L e
Commee 2>0,e 2 =u,,, ete’ =1, onobtient :0<u,,, <1 ;lnégalité est héréditaire ; dohc ppur
tout nde], onal<u, <1

A 1 -1 1
b) g(x)=e? ,doncg'(x):—Ee 2 :—Eg(x).

Quand0< x<1, avec les mémes encadrements que ceux donnélaprestion précédente en remplacant

u, par X, on obtient0< g(x) <1, donc0< % g(x) < % c’est-a-dire {{g' (X)| s% .

c) On sait que pour une fonctigmérivable sur un intervalle |,
si:|g'(¥)| <k pour toutx de I, alors, pour tout a et tout b ded(b) — g(a)|<kjb- 4.

. - 1
Ici, g est dérivable sur |,g'(x)| SE pour toutx de | ; de plusx et tous ledu,, sont dans I.

Donc, pour tout entien de(, |g(u,) = 9(a) s%|un -al.

Or g(u,) =u,,, et (question 1)y(a)=a ; donc:

pour tout entien de(, ||u,., —a| < %|un ~-al|

3) On montre par récurrence I'inégalité demandée :
u, =1
O<acx<l

0 0
1 : 1 o
Pourn=0, comme{ |, —al<1; et comme(Ej =1, on a bien ju, —a|< (Ej . L'inégalité
est vraie au rang 0.
1 n
Si pour un entier positif quelconque, on b"n - a'| < [Ej , alors, comme d’aprés la question précédente,

n+l

n
U, —a sl u,—al, |u,, —a s1 1 , c’est-a-direu_,, —Q|<| — ; I'inégalité est héréditaire.
| n+l | 2| n | | n+l | 2 2 n+l 2

. 1Y)’
On a donc [pour toutentierndelN, u, —a] < (Ej

4) a) Quanch — +oo, comme—ls%sl, (%] ~ 0, donc, théoréme des gendarnies,—a| - 0,

donc (u, ) converge vers 0.



b) Onaurgu, —a]<10? dés que(%] <10ou (%) Sl_(l)O ; or 27 =128>100, donc | a partir de

n=7,|u, —a]<10?|; Ou bien :

1 sia nlnls—ZInloa n22|n10 = N2> 2332 = n= 664 ; ceci est vrai a partir de
2 100 2 In2
\—ﬁf__J

carIn%=— In 2etin2>0

n=7, puisquen est entier.
Exercicelll
Partie A

1) a) Pourun tirage, on considére I'événementaRboule tirée est rouge, de probabllpe=5.

Les trois tirages sont indépendants puisqu’il graise ;
X compte le nombre de réalisations de R ;

Donc X suit la loi binomiale de parametres Sget X 0O B(3, 2/3)

Donc|X(Q) = [[0; 3]]

Et pourk de [[0;3]], p(X =k) =C3k(gj (Ej _ ;

3 3
Soit :
k 0 1 2 3
1 6 12 8
X =k _— _— - =
P( ) 27 27 27 27

b)|EM)=np:2|aVOO=nqL—@=§.

2) a) [(X = 2)et(Y :1)] est I'événement : on a tiré deux boules rougesnet tiré la premiére en premier,
c'est-a-dire I’événemer{(RlR2 B,)ou (RleRg)] ; or lesR; etB; sont indépendants, de probabilité respective

g et%, et les evénement® R, B, et R B,B, sont incompatibles, donc

2)°(1)_ 8

X=2etlY=D)|=2—=| | = |=—|
pl(X = 2et(y =1)] @ (3) -
[(X = Jet(Y = 2)]est impossible : on ne peut pas tirer 3 boulesesuet la premiére boule rouge &2
donc| p[(X =3)et(Y=2) = Q;

b) On peut analyser de la méme fagon tou%(lﬁs; iet(Y = j)], ou donner le tableau des résultats

possibles, qui sont au nombre de 8, puisqu’un t@sest une trois-liste d’éléments de {R, B}, alemars
probabilités et les valeurs prises par X et Y :

p X Y p X Y
RRRs i 3 1 R.B,B; % 1 1
R R,B; > 2 1 B.R,B; % 1 2
RB,Rs B 2 1 B,B,R % 1 3
B,R,R; > 2 2 B,B,B; - 0 0




D’ou 'on tire le tableau de la loi conjointe deeX :

X\Y 0 1 2 3 p(X =k)

0 L 0 0 0 1

27 27

1 0 2 2 2 6

27 27 27 27

5 0 8 4 0 12

27 27 27

3 0 8 0 0 8

27 27
. 1 18 6 2

= = =2 — Nl 1
p(Y=1) 27 27 27 27

c) Onretrouve la loi de X en additionnant lesbabilités par lignes : en effet,

d) Les (Y=j) forment un systeme complet d’évératn et avec la formule des probabilités totales,
p(X =k) = p(X =k)et(Y = j)].
De la méme maniere, on trouve la loi de probabildér .
: .18 6 2 _36_4
E(Y)= Y=))=—+2—+3—=—=—|
() sz( ) 27 27 27 27 3
e) XetY ne sont pas indépendantes car lesapiliiés ne sont pas égales aux produits des marges

f) cov(X,Y) = E(XY) - E(X).E(Y)

E(XY) = S kj.pl(X =k)et(Y = j)]=%(1+2+3)+%(2+3)+2i74=%

3

27 o7

doncjcov(X ,Y)=—-—
27

68 2(4)_ 68- 8*9_ 4

PartieB

1) a) On mise 10 € et chaque boule rouge tapparte 5 € ; comme X est égale au hombre de boules
rouges tirées, le gain algébrique gst: G =5 X~ 1

b) Le gain algébrique moyen &(G) =E(BX -10) =5E(X) -10= O‘.
Comme E(G) = 0, le jeu est équitable.

2) a) On obtient un gain algébrique de 5 € quamtire 3 boules rouges ;

p(G=5)=p(x:3):%.

b) Lors d’'une partie, la probabilité d’'un g&igal & 5 € est de 8/27 ;
Les parties sont indépendantes ;
Z est le rang de 1a°% réalisation de (G =5) ;

k-1
Donc|Z0 G(8/27)[;(2(Q) = 0*); et pour tout k dél*, | p(Z :k):(gj 7

27 27

-7 - 5

—




PartieC

1) Comme dans la partie A, on effectue des tiraggépendants d’une boule puisqu’il y a remise ;
. . : 2
Pour chaque tirage, la probabilité de R : tirer tmee, est de3—

Et N compte le hombre de réalisations de r au coess450 tirages ;
Donc|NO B (450 ; 2/3).

n=450=30
2) Commey np= 450% =300=15 , On peut approcher la loi de N par la loi nornddgeparametres
npLl— p)450§ % =100=5

m = E(N) = 300 etz =V(N) =10 : avedN O N (300, 10).

3) En confondant la loi de N avec la loi normale cherche
0(290< N <310 = p[290_3005 N — 300s 310—300) _ p[—ls N — 300s1j comme N —-300

10 10 10 10
suit la loi normale centrée réduite, on cher@@) — ®(-1)

or ®(—x) =1- d(X) pour toutx réel, donc :

®@1) - d(-1) =) -[1- d(-1)] = 20 (1) -1=1,6826-1= 0,6826.

| p(290< N <310) = 0,6826




