Exercicel
Partie A
1) Montrons que P est inversible et déterminonsimegrse par la méthode du pivot :

1 2 6/100 1 2 6 10

0 1 3/010 -~ | 01 0 110

-1 -3 2|0 0 1)L, cL+L, 0-18 10 1L, <L+L,
12 6|1000L-1L-6, 11 22 0| 5 -6 -6 L «L-2,
01 3[{0100L < 10,- B, -~ | 0 11 o/-3 8-
0 0 11| 1 1 0 0 11| 1 1 1

1t une réduite a ses éléments diagonaux non noie; Rl est inversible

11 0 0| 11 -22 0O\ L « (/11 10 1 - 2 0
0 11 0|-3 8 -3 1L, (1/1y, - 0 1 0- 3/11 8/1t 3/11
0O 0 11 1 1 1)L, (1/11, 0 O 1/11 11 1/11

1 -2 0 1 11 -22 O
doncP™*=|-3/11 8/11 -3/11=—|-3 8 -

11
1/11 1/11 1/11 1 1

(6861 26 10272
2) MP==13 4 3 0 1 3=510 1 36 et
30 3 -1-32 0 -3 24

0O O

0 1

11 -22 0y 0 2 7 0 O 0 0
P‘lMP:iE}l -3 8 -3|0 1 36:—1 0 11 0 |soit:P*MP={0 1/12 0|=D|
1 1 1){l0 -3 2 1 0 0 1M1 0
PuisqueD est diagonale, sa puissame@&me est obtenue en élevant les éléments dedartide a la
puissance :
0" 0 0 0 0 0
D"=| 0 (1/12) Of,soit:D"=|0 (/12) 0|
0 0 T 0 0 1
3)

e pourn=1

On sait queD = PMP, d'ou, en multipliant a droite p&™ et & gauche paP, PDP™" =PP'M PP, et
|

|
donc : M = PDP™; la propriété est vraie pour=1
« si pour un entier naturel quelconque nonmpuM " = PD"P?, alors, commeM ™ =M "M ,

M™ = pD" PP DP = PD™P ! ; |a propriété est héréditaire, et donc :
|

Pour tout entien> 1M" =PD"P7Y|.

4) Dou:




1 n n n n
0 2(—) 6 6—6x(ij 6+ 1@{—1j 6 6{—1
12 1 12 12

n n n n
PD" = (ij 3letM"=pPDP1=1|3 —3x(ij 3+ BX(—lj 3 3{—1
12 11 12 12 12
n n n n
I P 2+ 9x(ij 2- 24x(ij 2+ 9{—1
12 12 12 12
Partie B

B, « Olivier choisit le jeu de ballon le joar»,
V,, «Olivier choisit la voile le joun »
S, « Olivier choisit le ski nautique le jouar ».

1) L'énoncé donne :

o . 1
le premier jour, les enfants choisissent au hastmalglb, =v, =s, = 3t

chaque enfant qui a choisi le jeu de ballon un,jeulendemain reste fidéle a ce sport avec la
probabilité 1/2, choisit la planche a voile avepiababilité 1/4 et choisit le ski nautique avec la
probabilité 1/4. Donc

1 1 1
P(By/ B) = 5|, PV,  B) =5 elP(S,/B) =5

chaque enfant qui a choisi la planche a voile un, jl@ lendemain décide de recommencer avec la
probabilité 1/3, et choisit le jeu de ballon ava@tobabilité 2/3. Donc :

PV Vo) =2 (B V) =2 etP(S,/V,) =0

chague enfant qui a choisi le ski nautique un jleulendemain décide de recommencer avec la
probabilité 1/4, choisit le jeu de ballon avec taljabilité 1/2 et choisit la planche a voile avec |
probabilité 1/4. Donc :

P(snﬂ/sn)% P(Bm/sn):% e

~+

PVl S) =

2) Poum entier naturel non nu{,B; V,; S} forme un systeme complet d'événements, et donc,
formule des probabilités totales,
I:)(Bn+1) = I:)(Bn+1/ Bn) X P(Bn) + I:)(Bn+1/Vn) x P(\/n) + I:)(Bn+1/ Sn) x P(Sn)
P(Vn+1) = I:)(\/n+1/ Bn) X I:)(Bn) + I:)(\/n+1/Vn) X P(Vn) + I:)(\/n+1/ Sn) X P(Sn) , CE qU| donne :
I:)(Sn+1) = I:)(Sn+1/ Bn) X I:)(Bn) + I:)(Sn+1/Vn) X P(Vn) + I:)(Sn+l/ Sn) X P(Sn)

1 2 1
b,==b +—=v +—=
n+l 2 n 3 n 2%’1
1 1 1
V., =—Db, +=Vv, +=s | ceci pour touh deJ*.
T 3 4% p
1 1
a=—0b, +0v, +=
S 4 4%




121
b} |22 2,
3) Ce systeme s'écrit matriciellementv;,, | = 23 2 v, |, soit ;| X4 = MX,,| pour toutn ded*.
S
1,51
4 4

4) Pourn=1, 'égalité précédente s'écril;, = M°X, ; or par conventioM° = | et IX, = X;: la relation
est vraie poun=1;

Si pour un entier naturel quelcongone 1, X,, =M ”‘1xl, alors, comme d'apres la question précédente

X1 = MX,, X ., =M IM"*X, =M"X, ; la relation est donc héréditaire ; donc :

Pour tout entier naturel> X _=M""X,|.

5) Onadonc:
b n-1 n-1 n-1
" 6-6x| — 6+ 161 — 6 o] L 1
12 12 12 3
Vv n-1 n-1 n-1
=tlg ek L 3+ 8| L o l,et:
11 12 12 12 3
n-1 n-1 n-1 1
S 2+9x| — - oax| L o o L 3
12 12 12

|-

n-1 n-1 n-1 n-1
b, =L e_ex(ij +6+1@{ij s 6{ -1 18“( zj
33 12 12 33
n-1 n-1 n-1 n-1
vn:i 3—3><(i) +3+8><(ij +3- 3{—1) -1 o+ 2(—2)
33 12 12 12 3 1
n-1 n-1 n-1 n-1
el el ool e 6
33 12 12 12 33 12
h =£+i3(ij“ N =_3+_2£_1j”‘1 .%z_z__zﬁ_lj”‘l
" 11 3312 ST 11 3312 ’ 11 1112 |

n-1
6) Comme—1<i<1, quandn - +oo, (ij - 0, etdonc:
12 12

sk

=

lim bn=E ; Iimvn=E , Iimsh=—2.

n - +oo 11 n— +oco 11 n- +oo 11




Exercice2

1B
On dispose d'une urne; contenu de I'ur{%hJ

4 boules

Partie A
1) On tire simultanément 2 boules dans l'urne, donEsultat est une combinaison de 2 boules prises

X
parmi 4 ; il y a doncC; :%’z 6 résultats possibles; les résultats sont équiptebgtuisque les boules

sont indiscernables, et donc il y a équiprobabidl@s tirages.
Le résultat du tirage est "2 boules Rouges" quana tiré les 2 boules parmi les 3 rouges, donc

2
p(on obtient 2 R): G _§ =E

2) a) On peut obtenir 2 boules Rouges dé§'lérdge et le n° du tirage est un entier, donc

I'ensemble des valeurs prises Naest {N(Q) =[] *|.

b) A chaque tirage, on consideére les deux isSye%n a obtenu 2 R", de probabilitézé, et son
contraire (ou bien : chaque tirage de 2 boulesmstpreuve de Bernoulli dont le succesSest'on a
obtenu 2 R", de probabilit@ :%) ; les tirages sont indépendants puisqu’'on reesdbdules dans

l'urne aprés chaque tiraghl est le rang du tirage ou I'on obti&your la £ fois. Donc :

N suit la loi géométrique de paramépre%.

k-1 k
On a, pour tout entier naturel non kul p(N =k) =(%j % soit :(OkO0*, p(N =Kk) =(%j

c) On sait queE(N) =1/p, etV(N) =(1/p®)- (1/ p)soit :\E(N) =2etV(N)= 21

d) L'expérience s'arréte au plus tard %i”t?ﬂrage est I'événemeliN < 4) .
2 3 4 I _ 4 E
p(NS4):1+(1j +(_1j +(_1j 1 1 L 1 1‘, 0up(NS4):1xﬂ:l—(_lj :i’
2 \2 2 2 2 4 8 16 1t 2 1-(1/2) 2 1€

_ Nl
1-q pourg#l) Etdonc p(N<4)—E,

(car 1+q+..+q" =

Partie B

1) Comme ily a 1 boule Blanche et 3 boules Rougeand on effectue des tirages successifs sansgemi
d'une boule de I'urne, on peut obtenir la bouladia aux ¥, 2™ 3™ ou £Mtirage.
Y(Q) ={1,2;3;4}|

2) Avec les notations de I'énond®,=2) = (R n B,), donc, avec la formule des probabilités
composeesp(Y =2)= p(R n B,) = p(R)x p(B,/R));



Or p(R)=—,etp(B,/R)== pwsque si on a tiré une Rouge éhilreste 3 boules dans l'urne,

dont 1 Blanche, dongp(Y =2)=—x—-=—1

3) Toujours avec la formule des probabilités condpsson trouve :
3 2 1 1

P(Y =3)= PR N R, N By) = P(R)X P(R/RYX p(BS/ RN Ry) = xox= =,
2

. 3 1 1 .
et de la méme maniér@(Y =4)=—x—x=-x1=— et enfin =1)= :—
&( ) 153%5 4 p(Y =1)= p(B,) 2

2 —
donc|Y suit la loi uniforme sur] 1{4, et/ E(Y) _i24 _izs V(Y) = 412 1:;2.

4) Z estle nombre de boules rouges restant dans Huaned |'expérience s'arréte.

siontirelaBen®l ,ilreste 3R, mosi f = 1), £= 3)
siontirelaBen?® ,ilreste 2 R, dosiclY = 2), Z = 2)
siontirelaBen®® ,ilreste 1 R, dosiclY = 3), € = 1)
siontire laB en?® ilreste O R, donc sk¥(= 4)Z(= Q)

dondZ =4-Y]

ou bien :(Y =k) est I'événement "on a tif& —1) boules rouges, puis 1 boule blanche". Il restecdon
Z =3-(k-1)= 4-k boules rouges dans l'urne ; daac 4-Y .

Et dondZ(Q) ={0;1;2;3}| et pourk de Z(Q) ,| p(Z =k) = p(Y :4—k)=%

E(Z)=E(4-Y)=4-E(Y), dondE(2) =§ .

EtV(Z) =V (4-Y)=V(-Y) = (-12V (Y), dondV(Z) ==,

PartieC

1) CommeX on s'arréte quand on obtient deux boules cons#sutie la méme couleX,prend au
minimum la valeur 2, et donc, puisg¥grend des valeurs entieres :
1X(Q) ={2;3;4;....}=0 \{0;1; 2}

Remarque
comme on effectue des tirages d'une boule avesegiichaque tirage, la composition de l'urnesest |

" . . 1 3
méme, donc, pour touentier naturel non nulp(B) :Z et p(R)=—

2) (X =2) quand on a tiré consécutivement deux boules de&hae couleur, c'est-a-dire soit deux
blanches, soit deux rouges :

(X=2)=(B,nB,)0(R nR,), ou, écrit plus simplement(X =2) = (B,B,)ouRR,);
les résultats des tirages sont indépendani{®,Bt) et (RR,) sont incompatibles, donc :

p(X =2)= p(B)x p(B,)+ p(R) p(Rz):Gj +(§j =2+ 92 st {px=2)=2|

4




(X =3) quand on a tiré uné"iboule d'une couleur et les deux suivantes ded'aatleur :
(X =3)=(B,R,R;)ou(RB,B,), donc

p(X =3)= p(B.)% p(R)% P(R)+ P(R)X P(B,)x p(B) = UH%J <3=3 i(j j,son;

3) De méme(X =4) quand on a tiré alternativement deux boules deeaosidifférentes, puis deux boules
de la méme couleur, distincte de la couleur deldebtirée en 2'°:

(X =4)=(BR,B;B,)ouRBRR,)|

(X =2k) guand on a tiré successiveme(ikt-1) fois de suite, deux boules de couleurs différeptas les
deux dernieres boules de la méme couleur, distaeta couleur de la boule tirée juste avant :

(X =2k)=[(BR)(BR))....... Ba-Rax-2)Bz- B JoU[RB,)RB )....... Re Bie Rie Ry, etdonc

(k-1) parenthéses (k-1) parenthéses
k-1 2 k-1 2 k-1 2 2 k-1
wen (e (G- T
4 4 4 4 4 4 4 1

4) De méme(X =5) quand on a tiré alternativement 3 boules de cosilgifférentes, puis deux boules de
la méme couleur, distincte de la couleur de ladtiute en 3™:

(X =5)= (BRBRR)oURBRB B,

(X =2k +1) quand on a tiré successivemektfois de suite, deux boules de couleurs différeptes une
derniére boule de la méme couleur que celle tuge javant, c'est-a-dire en2k® :

(X =2k+1)=[(BR,)(B;R,)....... Bx-Rax )Rz 1 JOURBIRB ... Re By B 3 etdonc

k parentheses k parentheses

e (3 (o R
o Sroeae52) (235251

+00 k +00 k
or —1<i <1, donc la série géométrin(ij est convergente GZ( 3 j -1 . E, donc:
16 o\ 16 o\ 16 1- (3/16) 1%
zp(x 2k)-§ 16_19
8 13 13

3&(3)7_ 3&( 3
ZP(X 2k+1)= Z( J ( J =— [—19 , et donc, avec le résultat précédent :

16=\ 16 16
3_16_ 3
P(X =2k +1)=—x—=_"2|
== Z( 1716713 12

On vérifie doncz P(X =n)= ZP(X 2k)+ZP(x 2k+1)_1_0+%_ 1
n=2



6) Sous réserve de convergence,

E(X)=§nP(X :n):io:ZkP(X :2k)+i(2k+ PX=%k+1

=2) KP(X =2K)+ 2D kP (X = K+ 1> P (X = X+ 1)
k=1 k=1 k=1

or ka(x 2Kk) = ;k( j(g%%i%%jm

3y _3&, (3
et ka(x 2k +1)= Zk(ﬁj _T_k(ﬁj

k=1

et comme) nx"* = 1 si-1< x<1,
n=1 ( - X)
2% momr(H
~"16) - 3/16)F |13
+00 2 +oo 2
on obtient les sommesY  kP(X = 2k) :§(£5j ;D kP(X =2k+1 :E(Ej , et
k=1 8 13 k=1 16 13

2 2
SUSESE PRSEEL SRR B GHE AL I

13 16l 13 13 1 13 8 1 13 13 13 17

35
E(X)==|.
(X)=13




Exercice3

1) g lafonction définie sufO;+eo[ par: g(x) =(-x+2)e* - 2.

X — +oo, donce* - +oo .
, dongc ling X F -

Quandx — +oo |
(_X+ 2) — —00 X +®

2) g'(X)=—-€"+(—x+2)e = (—x+21e* ; g'(x) estdonc du signe de-x+1) puisquee” >0 pour toutx;

X 0 1 +00
9'(x) + 0 -
g(x) O e-2 [J -oo

3) g est strictement croissante sur [0; 1], donc poutx de ]0; 1], g(x) > g(0), et commeg(0) = 0,
g(x) > 0pour toutx de ]0; 1]. Donc I'équatiomy(x) =0n'a pas de solution dans ]0; 1].
continue
est del 1 ver o - - |, et]|-c; e-2| contient 0
J {strictement décroissantee[ | [ (2] 3]0 e~ ] | }
puisquee-2> 0, donc I'équatiorg(x) =0 admet une solution unique da[ds+ oo[ ;
donc |L'équationg & )= 0 admet une solution unicquen nulle|.

4) En utilisant les variations dg on obtient le signe dg(x) :

X 0 1 a +00
g(x) 00 e-2—6— -
g(x) 0 + 0 -

g(l)=e-2>0etg(2)=-2<0, doncg(2)<g(@)<g(), donc (commg strictement sur 1; 2]),

i<a<2}

Partie B

e-1 =1, donclimL =1

1) lim
X0 X x-0 g —1

2) Iirr?) f(X) =IimOxXL:O x1, donclxirrg f(x)=0=f(0)| ffest continue en|0 .

Pour étudier la dérivabilité deen 0, on cherche la limite du taux d'accroisserdeften O :
-1 _ XX , donc (1))IimM =1, donc f est dérivable en 0 et '(0)=1].

x=0 e -1 x-0 -
L'équation d'une tangente au point d'abscigsest : y = f '(x,)(x—X,) + f (X,) ; d'ou I'équation d€T) :

(@M:y=x]
¥ X 1

3) Pourx>0, f(X)=——=—x —.
-1 e 1-¢e”*

x°/e) - 0 _
Quandx — 400,  thdecc dong| limf &)= Q; et dong(ox) est asymptote &( ) enco|;
1-e* -1 =




2x(e" -1)— x%* _X[(2-x)e* - 2] _| xg(x)
(e -1)° (e -1y € -1y

f '(x) a le méme signe qug(x) car x>0 et (e -1)* >0 dans ]0;+o].

4) a) Pourx>0, f'(x)= ; donc

b) Ce qui donne le tableau de variation$ de

X 0 a +00
f'(x) 1 0 -

+
f(x) |0 fla)

c) a est solution de I'équatiog(x) =0, donc(-a +2)e” = 2, donce” =i, donc

2-a
f(a)= a  _a(e-a)_ a(2-a)|. D'otl f(@)[01,6x0,4[f(a)0 0,64,
2/2-a)-1 2- 2+a
5) y
O 1 " 1 1 1 1 N

(on place la tangente en o, de coefficient diractiei(0) = 1, le point de coordonnéesl] 1,6 etf (a) U 0,64
et la tangente en ce point qui est horizontalequéd '(a) =0 ; la courbe est asymptote a (0x) €r)

PartieC

1) a) Poum=0, u,=1,doncO<u,<1; lapropriété est vraie au rang 0.
Soitn un entier quelconque ; on suppose Queu, <1.

Alors, commef est strictement croissante sur [0; 1],

fO)<f(u,)=f(D);

or f(0)=0, f(u)=u,, et f(l) :eilm 1—17< 1, doncO<u,,, <1, la propriété est héréditaire ;

donc: |Pourtout de, O<u, <1

b) u="F(uy,)="°1@Q) :ei—l' etei_lsldonc u, < U, : la propriété est vraie aurang 1 .

soitn un entier quelconque ; on suppose gues<u, .
Alors, commé est croissante sur [0; 1] et comme lessont dans [0; 1] d'apres &f(u,,,) < f(u,), c'est-a-
direu.,, <u.,, : la propriété est héréditaire.

Donc :|la suite est décroissante .

c) La suite est décroissante et minorée (patdjg : | la suite est convergdnte .




2 2 X —1 4
=X o X— =0 = X -1+x) =0; dans]0,+o[ , x# 0, donc cette équation
e -1 e-1 e-1

équivaut a8* —x-1=0. |[f(X) =X = € -x-1=0

2) a f(x)=x+-

b) h(x)=¢e"-x-1
h'(x)=e* -1
dans]0,+x [, € >1, donch'(x) >0, donc|h est strictement croissahte .

c) Or, pourx=0, € -x-1=0, donc dang0,+« [ h(x) >0, donc
L'équatione* —x-1=0 n'a pas de solution darf@+c | [

3) On sait que :

La suite(u,) est convergente
- Lesu, sont dand0;1]

- U, = f(u,) pour toutn deld

- f est continue dan®;1]
Donc la limite ¢ de la suite(u,) appartient §0;1] et est solution de I'équatioh x (=) .

Cette équation n'a pas de solution dfih$] d'apres la question précédente, et a donc pole selution 0
dans[0;1].

Donc |la limite? de la suite(u,) est égale a0.




