EPREUVES ESC 2004. CONCOURS D’ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

MATHEMATIQUES
OPTION TECHNOLOGIQUE
Corrigé
EXERCICE 1
-5 6 3 1 00 2 0 0
Ondonnelesmatrices:A:% -3 4 3 |,I= 010 |,D= 0O -1 0 s
-3 6 1 0 0 1 0o 0 -1
11 1
etP=[1 0 1
1 1 -1

Partie A

1. On montre, par la méthode du pivot de Gauss, que P est inversible, et I’on calcule P11

Les pivots successifs sont portés en caracteres gras.

1 1 1|1 0 O
1 0 1|0 1 0} par{éz:éziél , on obtient :
1 1 -1[0 0 1 3 3
1 1 1 1 0 0
0 -1 0 |—-1 1 0} parly+«— L1+ Lo,onobtient:
0 -2 -1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 -1 0 |—-1 1 0} wparly+«— 2L;+ L3,onobtient:
0 -2 -1 0 1
2 0]-1 2 1 Ly «— 3L,
0 -1 0 | -1 1 O [enfin,par{ Lo +— —Ly ,onobtient:
0O 0 —-2(-1 0 1 Lg%—%Lg
1 00[-35 1 3§
O 1 0|1 -1 0§
o0 1|4+ o -1
et I’on a ainsi montré que P est inversible, avec
1 1
-3 1 3 1 -1 2 1
Pl=| 1 -1 0 =51 2 20
1 1
5 0 -3 1 0 -1
1 5
On vérifie alorsque P~1 [ 0 | = 1 (c’est la premiére colonne de P~ 1).
1
0 p
2" 0 0
2.(a). D étant diagonale, on a, pour tout entier naturel n, D" = 0 (—1)" 0 (avec la convention que
0 0 (="
DY = I, pour le cas n = 0).
1 m 0 -3 —3x 2"
(b) On trouve alors D"P~1 [ 0 | = 0 (-1)" 0 1 = (-1)"
0 o 0 (=" i (="
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5 3
2 -1 -1 —5 3 3 L[5 63
3.@O0ntrowvePD=| 2 0 -1 |,puisPDP1=| -3 2 3 =5 343 |=4
2 -1 1 -3 3 1 3 6 1

On montre alors, par récurrence, que, pour tout entier naturel n : A” = PD"P~! (on adopte, pour cela, la
convention A? = I).

Pour n = 0,1’énoncé est A = PDOP~! 1l est vrai, puisqu’il se réduita I = I.

Pour n = 1,1’énoncé a été prouvé dans la premiére partie de la question : A = PDP~!,

On suppose alors que, pour un entier n > 1, quelconque, on a A” = PD"P~!. On en déduit que A"T! = A"A =
(PD"P~') (PDP~Y) = PD" (P~'P) DP~!, et, puisque D" (P~*P) D = D"ID = D"D = D", on
obtient A1 = PD"1 P~1 on voit que I’énoncé est alors encore vrai pour I’entier n + 1, et I’on peut alors
conclure que, pour tout entier n > 0, A = pPD"p—1,

1
(b) I n’est pas nécessaire de calculer A™, pour exprimer A” | 0
0
1 —3 x 2"
Onatrouvé D"P~ 1| 0 | = (-=1)" .Comme A" = PD"P~! ona
0 L (-1
1 1 —3 x 2"
Av[ o |=prPDP 0 |=P| (1" |[,dou,aisément,
! 0 3(-1"
Al o | =] —sx2n+i(-D)" =3 —on 4 (—1)"
0 Lo Ly —2" 4 (-1)"

Partie B

Les suites (), (yn) et (2,,) sont définies par les conditions initiales xp = yo = 1 et z9 = 0, et par les égalités :
T4l = —5Tn + 3yn + 32, — 3

Ynt+1 = *%l‘n + 2yn + %Zn — 1 pour tout entier naturel n.
Zntl = —%xn + 3y, + %zn -3
-3 Tn,
Onpose B= | —1 |etpour toutentier natureln: X, = | yn
-3 Zn
—_5 3
Tn4+1 = _2mn + Syn + 2Zn -3
1. Les relations { Yn+1 = *%Scn + 2yn + %Zn — 1 s’écrivent matriciellement sous la forme
Zntl = —%xn + 3yn + %zn -3
Tptl —% 3 § Tn, -3
Ynt1 | = —g 2 ? yn |+ —1 |,c’est-a-dire X,, 11 = AX,, + B relation (1).
Zn+1 -3 3 5 Zn -3

2.(a) Larelation U = AU + B s’écrit aussi U — AU = B, ce qui équivauta (I — A)U = B.

1 7 —6 -3 -2 0 O
(b)OnaI—A:§ 3 -2 =3 |,puisA(l—A)= 0 -2 0 = —-21.
3 —6 1 0 0 -2

Multipliant membre & membre la relation (I — A) U = B, a gauche par A, on obtient A (I — A)U = AB,d’ou
—2IU = AB, c’est-a-dire, puisque IU = U, —2U = AB.
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0 0

1
Puisque —2U = AB,ona U = —§AB. Ontrouve AB=| -2 |, doaU=1] 1
0 0
X1 =AX, + B . N . B
3.(a)Ona { U= AU+ B . Par soustraction membre 2 membre, on obtient X,, 11 — U = A(X,, — U).

(b) On montre, par récurrence, que pour tout entier naturel nona: X, —U = A"(Xy—U).

La formule est évidente pourn = 0: Xg — U = A% (Xo — U), puisque A = I.

Si I’on suppose que, pour un entier n > 0, quelconque, on a X,, — U = A"(Xy — U), alors

Xnt1 —U=A(X,, —U) = Ax A%(Xy — U) = A" (X — U), la formule est donc encore vraie pour I’entier
n + 1, et ceci permet de conclure que, pour tout entier n > 0, X,, — U = A"(Xg —U).

1 1
4.0naXg=| 1 | (@p=1,yg=1letzg=0).0nendéduitque Xo—U =] 0
0 0
1 1 —2"+3(-1)" 1 [ ~2"+3( "
Dans la partie A,onatrouvé A" | 0 | = 3 =2" + (=)™ |. Ainsi, X,, — U = 3 2"+ (=1)" |;
0 —2" + (—=1)" =2" 4+ (—=1)"
1 3
0 —2" 4 3(~1)" —gx 2045 (-1)"
lNenrésulte que X, =U+ A"(Xo—-U)=| 1 | +=| -2"+(-1)" = 1—-3x2"+3(-1)" |,
n
0 —2"+ (1) —Lxon g L (—1)”
et donc ] 3
1 1
1 1
EXERCICE 2

ft)=0sit<0

1.
On considere la fonction f définie sur IR par : Ft) = 8 sil<t<4

2 .
f(t):t—2$1t>4

1. (a) f est nulle sur |—oo; 0[ et sur |4; +oo[, et positive sur [0; 4], donc positive ou nulle sur IR.

1 2 1
(b)On a ljlrpf =3= f (4) (f est continue a gauche de 4) et llilr+nf = tl_i,%ﬁ =3
continue en t = 4.

, donc liinf = f(4), f estdonc

. .2
(¢)Ona lig.}f = tllgrnoot? =0.

2 4
(d) Pourt >4, f (t) = 2 f est donc dérivable sur |4; +o00[, et, pour tout ¢ € |4; +oo], f' () = 5 < 0 pour tout
t>4.
st <0

st 0<t<4

(e) f(t) =

st t>4

oKall\;)OOh—\ S
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allure de la courbe de f

2.(a)Pour:r>4,ona/f(t) alt—l1 t—2dt_[ZL_§;_

1 2

1 oo

On adonc lim f ) dt lim (- ——] = =, c’est-a-dire que I’intégrale f (t) dt converge et
z—+00 2 z 2 4

+oo

f(t) dt

4
+00 +oo
b. Puisque I'intégrale / f (t) dt converge, il en va de méme de I’intégrale / f(t) dt,avec, de plus,
4 0

+o00 4 +o00 ) 4 41 1 Fol +o00 B
o dt:/of(t)dt+ i dt.Mals/Of(t)dt:/O sdr= 1 don [ f(t) di=

8
3.(a) Puisque f est nulle sur |—oo; 0], on a, pour tout z > 0, F' (x / f(t) dt. On adonc
e = ([T )= [ Trwa-
(b) Remarque : 1a fonction f est positive ou nulle sur IR, continue sur IR, sauf en ¢ = 0, et I’intégrale f(t) dt
converge, avec f(t) dt =1, F est donc bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire X, admettant

—o0
f pour densité de probabilité.

+oo
L’existence de 1’espérance de X est équivalente a la convergence de I’intégrale / t f (t) dt. Cette intégrale

est convergente en —oo, puisque f est nulle sur |—oo; 0[. Il s’agit donc d’examiner la convergence de 1’intégrale
+oo

+oo
impropre / t f (t) dt,ce qui revient a la convergence de I’intégrale / t f(t) dt. Soitdonc x > 4.0Ona:
0 4
v Tdt
/ tf(t)dt / tx—dt—2 " =2[Int]; =2 (Inz —In4). On en déduit que
4 4 4

+oo
lim </ tf(t)dt| = lim 2(lnx —In4) =400, puisque lim Inz = —i—oo,l’intégrale/ tf(t) dtest
0

r——+00 4 r——+00 r——+00
donc divergente, et X n’a pas d’espérance.
+o00 1
(c)OnaP(X >4) = ft)dt= 3 (calculé plus haut).
4 4 4 1 1
3
P((X<5) (X>4)) P(4<X§5)
Enfin, Px>4) (X <5) = P X > 1) PIX > 1) . Comme
5 1
i 4
P4<X<5h) = / f@) dt= /—dt [ ] :—,onaP(X>4)(X§5):1T0:—.
4 10 s 9
+oo . 1 1 . .
(d)Ona f(t) dt =1— F(4). Puisque f (t) dt = 3 OnaF(4) = 5 F étant, comme fonction de
4 4
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répartition, croissante sur | [, 1a solution cherchee se trouve dans 14; 400l

21* 2
Or,pour z > 4, F (z / f@)dt=< —|—/ —Sdt = [—ﬂ =1- E,l’équation F(z) = Z peut
4

donc s’écrire 1 — — = Z d’oun, aisément z = 8.
T

EXERCICE 3

Partie A : Etude de la loi de X.

1. Clairement X (2) = {0,1,...,N}.
2. Dire que I’événement (X = 0) est réalisé, c’est dire que les N lancers ont fourni FACE. Ceci se produit avec la

1
probabilité SN Ainsi, P (X =0) = SN

3. Dire que I’événement (X = k) est réalisé, c’est dire que les & — 1 premiers lancers ont fourni FACE, le suivant
1
ayant fourni PILE. La probabilité d’obtenir, lors d’un lancer un PILE étant égale a — (piece équilibrée), et les

1

lancers étant indépendants, on a, pour tout entier naturel k£ de {1,..., N} P (X =k) = o

Partie B : Calcul de I’espérance mathématique de la variable X.

On considere la suite numérique (uy,),, ;v définie par les relations suivantes :

ug = 1
{ Pour tout entier naturel n, un+1 = 2uy +n — 1

l.@Qu; =2ug+0—-1=1,us=2u1 +1—-1=2,ug3=2us +2—1=>5.

(b) On montre par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 1.

L’énoncé est vrai pour n = 0, puisque ug = 0. Si’on suppose que, pour un entier n» > 0, quelconque, u, > 1,
alors upy1 > 2x14+n—1=n+12>1,1"énoncé est donc encore vrai pour I’entier n + 1, et ceci acheve de
prouver qu’il est vrai pour tout entier n > 0.

(c) D’une part,onaug =1>1.Sin > 0,onawu, > 1,dou 2u, —1 > 1,donc u,4+1 > n + 1, et, en définitive,
pour tout entier k£ > 0, ug > k.
Remarque : il ne s’agit pas d’une preuve par récurrence.

Puisque, pour toutn > 0, u, > n,et lim n =4oo0,ona lim w, = +oo.
n—-+4oo n—-+oo

(d) Pour tout entier . > 0, Up41 — Uy = Uy +n —1 > 0,caru, —1 > 0etn > 0. La suite (uy,),,c v est donc
croissante.

2. Soit v, = n + uy,.

@Onavyr1=Mn+1)4+u,=n+1)+2u,+n—1=2(u, +n) =2uv,.

(b) Puisque, pour tout entier n, v, 11 = 2v,,, la suite (vn)ne v est géométrique de raison 2.
On en déduit que, pour tout n, v,, = 2"vg = 2", car vg = ug = 1.

(¢) Les relations v,, = 2", et v,, = u,, + n entrainent u,, = 2" —

-1 2 -1
3.(@)Onauyy; — 1 = 2u, — 2+ n,d ou, divisant membre a membre par 2", Un+21n = (ugn ) + 2%, et,

simplifiant,

Upt1 — 1 up—1 n
S T BT
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n—1 n—1
k
(b) Remarque : pour tout n > 2, E ok = g 5% car le terme correspondant a k = 0 est nul.

k=0 k=1
Up—1 =k
On montre par récurrence sur 7 que pour tout entier naturel n non nul, % = Z ok
k=0
up — 1 — k
L’énoncé est vrai pour n = 1, puisque 12—0 =0,et Z oF = 0.
k=0
) < Up —1 g
On suppose alors que, pour un entier n > 1, quelconque, on a T = Z oF
k=0
On en déduit alors, utilisant 3.(a) que :
u 1 up—1 n <k =n Uk on "k u 1 "k
n+1 — n n+l1 —
g = T T = g T O gt g =D gedone — =) o
k=0 k=0 k=0 k=0
formule est encore vraie pour I’entier n + 1, et I’on peut alors conclure que, pour tout entier n > 1,
Up —1 g
on—1 Z ?
k=0
“—k 2-n-1
(c¢) On a trouvé que u, = 2" — n. Reportant dans 3.(b), il vient : Z ok — T on-1 - Mais
k=0
2" —n—-1 2n n+1 n+1 _.
gl —on il onl 2— o1 . Finalement,
k _o Nt 1
ok — 7 gn—1
k=0
s 1
(d)OnaX (Q)=[0,N],P(X=0)= 2—N,et,pour tout élément k de [[1, N, P (X =k) = o

N N
k
Donc F (X) = Z EP (X =k) = Z —-. Faisant n = N 4 1 dans (c) (c’est-a-dire n — 1 = NN), on obtient

2
k=0 k=1 2
N+2
E(X)=2- 5N

Yk N+2
Remarque : la formule Z ok = 2 — BTy est aisée a prouver par récurrence. L’ayant vérifiée pour N = 1

k=1

N 3
(; ok T 57 2— 5), et I’ayant supposée vraie pour un entier N > 1, quelconque, on a
Nk sk N1, N+42 Nyl
Q_k_ZﬁJFQNH T 9N oN+1 -

k=1 k=1

On voit que la
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