ESCT ANNEE 2005
EXERCICE 1

1.a.Montrons que P est inversible et déterminéfisa l'aide de la méthode de Gauss :

1 1 1 10
P=14 -2 0 ¥ 0 1

1 1 -1 0 01

1 1 1 1 0
L, - L,-4L,

0O -6 -4 -4 1
L, -« L,-L,

0O 0 -2 -1 01

Les trois termes de la matrice triangulaire ci-desétant non nulsP est une matrice
inversible ; poursuivons les transformations :

2 2 0 1 0 1
L, < 2L,+L,
0 -6 O -2 1-
L, «L,-2L,
0O 0 -2 -1 0 1
6 0 O 1 1 1
0 -6 O L - 3L+ L -2 1-
0O 0 -2 -1 0 1
PRI N
6 0 0 L1 1 a
0‘ 6 0 ZL_E 2L :—3 _—6 —3
0O 0 -2 1 1 1
L, « =L, - 0 -=
2 2 2
Donc la matrice inverse de P est la matrice :
i1 1
D1 oalaftt ol
P'== -= Z |=X|2 -1 2
3 6 3 63 0 -3
1, 1
2 2
b. Les calculs donnent :
01 01 1 1 4 -2
AP:%4 2 4y 4 -2 O:% 16 4
01 Oo\1 1 - 4 -2
Puis :
1 1 1 4 -2 0 24 0 100
P'lAP:1 -1 2116 4 O:—1 0 -12 0= 0——1 =D
° 3 0 —34 4 -2 0 24 0O O 2
O 0 O
c. Montrons par récurrence la proprid®é définie pour tout entier naturel n non nul, par :

A" =PD"P*
Premiere étape
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P, est vraie, car on a, d’aprés la question précédenta I'équivalence :
P*AP= D+~ A= PDP!
Deuxieme étape
On supposeP, vraie, pour une valeur de I'entier naturel n nah o’est a dire :
A"=PD"P*
On montre queP,,, est vraie, c'est-a-dire :
An+l - PDr‘I+lP—1
On a, par regle de calcul sur les puissances decemtet par hypothése de récurrence :
A" =A"A =PD'"P"'PDP'= PD'IDP'= PDDP'= PD'F
Ceci assure que,,, est vraie ; d’apres le principe de récurrencepeut conclure que, pour
tout entier naturel n non nul, on a:

A" =pPD"P*
d. On a hien:

1

0 111 1011 61

Pt 1|==|2 -1 2| 1|==|-1/=|-=
6 6

0 3 0 -3l0 0

D est une matrice diagonale, dob€¢ s’'obtient en élevant les termes de la diagonale dda
puissance n, ce qui donne, pour tout entier natunelin nul :

1 0 0
D" =| 0 (lj 0
2
0 0 0
Donc, pour tout entier naturel n supérieur ou €gal on a, d’apres la questionet ce qui
précede :
1 1 1_3(__1 ”
1 0 0= 6 6 6\ 2
0 0 i 61 (1 1 1 6 , )
A"|1|=PD"P' 1|= R 0 (—lj e - ——1(——1j = _+E(—_1
2 6 6\ 2 3 3L 2
0 0 1 1 -1
0 0 0| O 0 1 1/ 1\
6 E( 2

2. L'urne bleue peut contenir a l'issue du premignagge deux jetons marqués 0, un jeton
marqué 0 et un jeton marqué 1, ou deux jetons réarfiudondes valeurs possibles d&;

sont0, 1et?2
Z, vaut O si on a extrait le jeton 1 de l'urne bletee jeton O de l'urne rouge, avant de

procéder a I'échange, donc :

Z, vaut 2 si on a extrait le jeton O de l'urne bletde jeton 1 de l'urne rouge, avant de
procéder a I'échange, donc :
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1 1 1
P(2=22557,
Enfin :
1 1 1
p(zlzl):l—p(g:q—p(g:g:}Z_Z:_Z

La loi de probabilité d&Z, est donc donnée par le tableau suivant :

z, 0| 1] 2
1111

Z. =Z. — |z | =
p( 1 Zl) 4 2 4

3.a.Soit n un entier naturel non nul ; lorsqdg=0 (resp. Z = 3, I'urne bleue contient deux

jetons marqués 0 (resp. 1) aprés le n-ieme échamges I'échange suivant, elle ne pourra
pas contenir deux jetons marqués 0, donc on addmpilités conditionnelles :

p(zﬂ:o) (Zn+l =O) = p(zn=2) (Zn+1 =O) =0
LorsqueZ, =1, l'urne bleue contient un jeton marqué O et uarj@harqué 1 apres le n-ieme

échange ; apres I'échange suivant, elle contieddi jetons marqués O si on a extrait le
jeton 1 de l'urne bleue et le jeton 0 de I'urnegeuavant de procéder a cet échange donc on a
la probabilité conditionnelle :

p(zn=1)(zn+l=0):_x_=_
b. En appliquant la formule des probabilités totases systeme complet d’événements
{(z,=0).(z2,=1) (2 =2} et en utilisant les probabilités conditionnelldstemues a la
guestion3.a, il vient :
P =P(Z,.1=0)
"R (=9 HZ2=0+ Ry (7.5 0 R 7=+ py( 2= PP 7 )

1
=0p += 0
R+4q1+ f

4 n
c. On a de méme, toujours avec la formule des protesbiconditionnelles appliqguée au
méme systeme complet d’événements :

Uoer = P(Z0 =10)

=R (Za=3HZ2=0+p (%=1 0 Z2= 0 po( 2= 00 7 )
Et:
Mo =P(Z1=2)

=Re)(Za=3AHZ2=0+py(Z.= 20 7= po( 2.= PO 7 )

1
=0p += 0
R+4q1+ f

_}q
4_n
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4.a.0n a, pour tout entier naturel n non nul :

O
pn+1 1 1 pn
Un+1 e I PR e B O O P A 1 -1 q, =Aun
r 2 2 r
n+1 1 1 n
= 0= 0
4qn 4
Cette relation est valable pourn =0, car d’aprés la questi¢h, on a:
ot o
NN
U =|=1|=|1 = 1| 1|= AU,
2 2 0
o Lo
4 4

b. Montrons par récurrence la proprid?é définie pour tout entier naturel non nul n, par :
u,=A"U,

Premiere étape

P, est vraie, car on a, d’aprés la questaan :
U, =AU,

Deuxieme étape

On supposéP, vraie pour une valeur de I'entier naturel n noh o'est-a-dire :

u,=A"U,
On montre queP,,, est vraie, c'est-a-dire :
Un+1 =An+lU 0

On a, d’apres la questi@gha. et par hypothése de récurrence :

U., =AU =AAU =A"U
Ceci assure qué,,, est vraie ; d’apres le principe de récurrencepeut conclure que, pour
tout entier naturel n non nul, on a:

n+l

u,=A"U,
c. D’apres la question précédente, on a, pour taigrematurel n supérieur ou égal a 1 :

ENE U O O N
0 6 6\ 2 " 6 6\ 2
pn pn n n
Un:AnUOQ qn :An 1| < qn — g+1‘(—_1 - qn = E+E(__l
3 3 2 3 3L 2
r, 0 I, ) )
EIOE VU P OO/
6 6\ 2 " 6 6\ 2
Ona:
‘—1 <1= lim (—Ej =0
2 Notol 2
Donc:

n - +oo n - +o0o n - +o0

: . (.
lim pn=I|mrn=E etlimq, =

wilnN
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5. Par définition de I'espérance, on a:

E(Z,)=p(Z,=0)x0+ (2,=) xt f 7= 3 xZ g+ 3

33 )

Donc :
lim E(Z,)=1
EXERCICE 2
1.a.La fonction exponentielle étant strictement pegsisurl] , on a, pour tout réel t :
(¢>0ete'> 0= &+ 2 &> & fle—r >
e+2+e

Ainsi f est-elle positive surR .
f est continue surR comme somme, composée et inverse de fonctiors gont.
f est pairecar(] est symétrique par rapport a 0 et qu’on a, poutrreel t :

_ 1 _
(== 0
b.Ona:
(Jim e = +e0 et lim é = +e0) = lim ¥ (t) = fim—— - =
t - +o0 t— +oo t = +00 to+o @ +2+e
c. On a, pour tout réel t :
. g-g' e'-é
f(t)=- =
) (¢ +2+ e‘t)2 (¢ +2+ e“)2

. . _ _t\2 . .-
f'(t) estdu signe de™ — ¢ surll , car(e + 2+ €')" est strictement positif sur ; ona:

€' -€>0= €>bec-t te 26 0~ & |
Ceci permet de dresser le tableau des variatiofs de

X | —oo 0 +00
3 ¥ 0 -
i
f / 4\
0 0

d. L'allure de la courbe représentatiﬁ@) de f est la suivante :

2.a.0n a, pour tout réel t :
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(t)— 1 _ 1 _ 1 _ e _ €
e+2+¢' et+2+it e +2é+1 &'+ 2&+ 1(et+1)2
e gl

b. On a pour tous réels a et b tels queb :

J(ab) = bftdt— T dt = b(et+1)'dt__ 1.1 1
(a.b)= ) (t)t= a(et+1)2 - a(éH)Z _[ et+1l_1+ea 1+ &

c.On a, d'apres la questi@b. :

lim e =400 = lim Xf(t)dt- lim J(0,x) = Ilm( 1 1 j 1
X — +00 X0 Jq X — +00 X - +00 1+e 1+é 2

+00

Doncl'intégrale impropre | =I f(t )dt convergeet on a :

0
-1

De méme, on a :

lim e* =0= lim Of( t)dt= lim J(x,0) = Ilm( ! 1 j—l——l——l
X X Jy X ol1+e 1+ 8 2 =z
Doncl'intégrale impropre J= J dt convergeet on a :
j=1
2

On en déduit qukintégrale impropre K =I f (t )dt convergecaron a:

K = j dt+J. f(t)dt=1+3=2+1=1
2 2

3.a.0n a, d'apres la questi@b., pour tout réel x :
1 1 _1- 1 1+é-1 ¢
1+& 1+ é B e r e ¢e+1

b. X étant une variable aléatoire a densité dofdration de répartition est F, on a :
In2

p(X<n2)=F(In2)=—5 =2

F(x) = lim (e (t)dt = lim J(a,x)= lim

a— —oo a — —00 — —00

eln2+1 3
Et:
| 1
_ 2 e"™ 2 o _2 1.1
p(-n2<X<In2)=F(In2)-F(-InJ=Z-—F— = Ty
2

On a également :
p((X>In2) n (Xsln3)) _p(In2< X<Inj)

Ppoiz) (X SIN3) = p(X>Mn2) T 1-p(X=h?)
3 2
F(n3-HIIn2 4 3_1
~ 1-F(n) ;2 a4
3

c. On a, pour tout réel x :
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F(_X): _e"x =— e’ = 1 =:H-é_ é:1 e _
e+l e*(1+e) e B t e
On en déduit quey étant un réel positif, on a :
p(-a<X<a)=F(a)-F(-a)= F(O()—(l— F(O())= 2Ka) - :

Donc :
1 1 3 5] 3
-a<X<a)== = 2F(a)-1== = Ha)=—= = =— = €=3=0a=In
Ainsi In3 est l'unique réel positif a tel que p(—a <X sa)=%

EXERCICE 3

1.a. X, qui suit une loi binomiale de parametnes 2 et p=§, prend les valeurs 0,1 et 2,

doncona:
st g (-3
_ 4L, 9. 1.3
16 16 2 2

b. L'espérance de X est :
3 3
E(X)=np=2x>=2
( ) np X4 2
L’égalité (R) est donc vérifiéecar, d’apres la question précédente, il vient :
E(X)=p(X=21)+p(X22)= > p(XzK)
k=1
2.a. X(Q) étant inclus dans I'ensembf®,1,..,1}, 'événement(X =k), pour tout entier
naturel k appartenant a I'ensemfile..,n} est la réunion disjointe des événemes=k),
(X =k +1),..., (X =n) ; on en déduit que :
p(X=k)=p(X=k)+p(X=k+1)+---+p(X=n)

b. Ecrivons l'une en dessous de l'autre les égaliiétenues a la question précédente, k
prenant les valeurs 1, 2, ..., n; il vient :

p(Xz1) = p(X=1) + p(X=2) + - + p(X=n-3) + [{X=1n
p(X.2 2) = p(X=2) + + p(x:. n-1 + of )fz n
p(Xz.n—l) = p(X=n-1) + p(X.= n)
p(X=n) = p(X=n)

En sommant colonne par colonne ces n égalitésbtent :
Zp(xz k)=p(X=1)+2p( X=2)+--++np X=n) :Z ki X= K= H X
k=1

L'égalité (R)est donc vérifiée
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3.a.Le jeu vidéo étant constitué de n niveaux, et lmrmencement d’'un niveau supposant la
réussite de tous les niveaux précédents, on a:

X(Q)={0,1.....1
b. Pour tout entier naturel k dé....,n}, 'événemenfX = k) est réalisé si et seulement si les
événementdN,, N,,...,N, le sont; on a donc:
(Xzk)=N;nN,n...nN,
On en déduit, en utilisant la formule des prob#dslicomposées, que :

2 2_(2Y
p(X2K)=p(Ny 1 Ny 1 N) = BN B (No)o P (M) =2 x§=(§j
[ —

k fois

c. D’'apres la formule(R), le résultat de la question précédente et la ftarda la somme de
termes consécutifs d’une suite géométrique, oreobti

S S ey

k=1 k=1 3
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