CORRIGEESC T ANNEE 2007
EXERCICE 1

1.a.En désignant pad la matrice nulle, les calculs donnent :
-2 -6 6)(-3 -6 00
A(A-1)={0 0 0/ 0O -1 0=/ 0 0 Q=0
-1 -3 3){-1 -3 2 00
Et:
0 0 0)y-120 O 00
B(B-1)=|1 3 -2|| 1 2 -2/={ 0 0 Q=0
1 3 -2{1 3 -3 00
b. D’aprés la questiofh.a, on a les équivalences :
A(A-1)=0 =« A*-Al =0 =A?-A =0 = A’=A
On obtient de méme :

c. Les calculs donnent :
AB={0 O 0|1 3-2/=l00 =0

Et :

1 3 -2)|-1 -3 3 0
2.a.Les calculs donnent :
3 -2 -6 6\ 3 0 0 O 0
Al-1|={ 0 0 O0|-1=|0|etB|-1 [13—2—=0
0 -1 -3 3/l 0 1 3 -2\0 0
b. On déduit de la questidha.que :
3 3 0
W|-1|=(A+2B)| -1|=A| -1|+2B| - J 0|+ O|=|0
0 0 0
Si la matrice W était inversible, on aurait donc
3 0 0
W|-1|=|0|= W'W|-1|=W"* J 0
0 0 0)

Doncla matrice W n’est pas inversible
c. Les calculs donnent :

-2 -6 6 0 0 O -2 -6 6
W=A+2B=| 0 0 0|+221 3 -2=|2 6 -4
-1 -3 3 1 3-2 1 3 -1
La méthode du pivot de Gauss donne :
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-2 -6 6
W=|2 6 -4
1 3 -1
-2 -6 6
0 0 -2 {L2<—L2+L1
0 0 4 L, « 2L,+L,

La matrice triangulaire ci-dessus ayant un ternagahal nul n’est pas inversible, dowt
n’est pas inversible et le résultat de la question précédente a ligiereéouvé.
3.a.A et B commutant d’aprés la questibic, etd’aprés la questiofi.b., on a :

W?=(A+2B)° =A?+4AB +4B2 = A +2x0+ 4B= A +4B
b. Montrons par récurrence la proprid®g définie pour tout entier naturel n non nul par :
W"'=A+2"B
Premiére étape
P, est vraie car on a, par définition de W :

W =W =A+2B=A+2'B

Deuxieme étape
On supposeP, vraie pour une valeur de I'entier naturel n noh oest-a-dire :

W"=A+2"B
est vraie, c'est-a-dire :

W™ =A+2™'B
D’apreés les questiorsb. et1.c, et par hypothese de récurrence, on a:
W™ =W"W =(A+2"B)(A+2B)=A’+2AB+2"BA+2" B*=A+2" B
Ceci assure que,,, est vraie ; le principe du raisonnement par rénge permet de conclure
gue,pour tout entier naturel n non nul, on a:
W"=A+2"B

On montre queP

n+l

4.a.Par définition deH (x) et d’aprés la questidha, les calculs donnent :

3 3 3 3) (0 0 (0
H(x)|-1|=(A+xB)| -1|=A| -1|+xB| -1|=| 0|+ x| 0|=| 0
0 0 0 0) (0 0 0

Par un raisonnement analogue a celui de la queatimnon en déduit qua matrice H (x)

n’est pas inversible
b. D'apres les questiorkkb.etl.c, on a, pour tous réels x ety :

H(X)H (y)=(A+xB)(A +yB) =A?+yAB +xBA +xyB > =A +yB =H(xy)
c. Montrons par récurrence la proprid®g définie pour tout entier naturel n non nul par :
(H(x))n = H(x”)

Premiére étape
P, est vraie caron a:

Deuxieme étape
On suppose>, vraie pour une valeur de I'entier naturel n noh oest-a-dire :
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(H())" =H(x")
est vraie, c'est-a-dire :
(RO =H(x)
D’aprés la questiod.b. et par hypothése de récurrence, on a :
(HE))™ =(H(x) " H(x) =H(x")H(x) = H(x"x) = H(x")

Ceci assure que,,, est vraie ; le principe du raisonnement par ré&ngae permet de conclure

n+l

que,pour tout entier naturel n non nul, on a:
(H() =H (x")
En prenantx =2, on a, par définition dél (x) I’équivalence :
(H(2)"=H(2") = (A+2B)"=A+2"B
On a ainsretrouvé le résultat de la question 3.b.

On montre queP

n+l

EXERCICE 2

1.a.f est continue sur|-e, 0] comme fonction constante mir ]0,+e| comme différence et

composée de fonctions qui le sont.
b.Ona:

> >

_2
limf (t) =lim (e 3 —e’Zt] =f-&=(
t-0 t-0

f est continue surR car f est continue sy, 0] et sur]0,+eo[ d’aprés la questioh.a, et
continue en 0 puisque :

imf (t)=f (0)
c.Ona:
0-6°=0(1-6%) =6(1-6)(1+9)
Puisque® un réel de I'ntervalldo,], 6, 1-6 et1+6 sont strictement positifs, donc on a:
8-6°20
d.Ona:
2 2
t>0:>—5t<0: e? <d=":

2 2
. -t . - . 3t 4 ’;
Par ailleurse ® est strictement positif, donc >0 alors e ® est un réel de l'intervalle

Jo.q.
-2, _2,
Puisque sit>0, e 3 est un réel de I’intervalle}O,][, on peut posef=e 3 et en déduire,

d’apres la questioh.c, que :

-2
f(t)=e® -e”=0-6°20

2.a. Lorsquex<0,o0na:
F(x)=[ f(t)dt=]" odt=0
Six>0,o0na:
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F(x)=["f(t)dt=]" f(t)dt+]f (t)dt =F(0)+ [ F(t)dt= 0+ [ f(t) dt=[ (¢

b. Pourtout réel x strictement positif et pour tout radtrictement posmf ona:

Letat=-2[[(-a) e d=- [ e =~ &= J=2(1-e™)

c. D’aprés les questiorsa.et2.b., on a, pour tout réel x strictement positif :

F(x)z-.‘oxf(t)dtzj. e3—‘2‘ dt—J. & dt—-" & d

2,
=3 4% —1( -17%) =1 1-357 4 Len
2 2 2 2
d. D’aprés la questioB.c, on a :
3

lim F (x) = lim 1-3e7 ¢+ Le2 |21

X - +00 X — +00 2 2
Car:

3
- _7X - -
ime?2 =0etlime®=0

X — +oo X — +oo

3.a.Les événementfX >x) et (X <x) sont des événements contraires, donc on a:

p(X>x)=p(X<x)=1-p(X =x)
D’aprés ce qui précede, on a les équivalences :

p(X<p)=p(X>p) = p(X<p)=1-p(X<p) = 2p(X<p)=1e p( X<p)=

L'équation (E) est donc équivalente & I’équatior(E').

N

b. D'apres la questio.c, on a:

1 1 3% 1. 1
X<u)=== F =~ o 1-"e? o gH=_
p(X=<u)=2 < F(u)=3 2 ° 2
_3 2

@%—g e2“+—; é= 0 1 3@+ B=

Ainsi a-t-on :
2
(E) = 1-8e*" +&* =
c.g est continue suj0,] comme fonction polyndme.

g est strictement décroissante $ayf| car on a, pour tout réel dede 0,1 :

G (6)=-3+ %"= 40"~ )= 0~ J(0+ )= ¢
Doncg réalise une bijection de]0,1 sur g(]0,1)=]g(1).9(0[ =]-1.1.
d. D’apres les questior&a.et3.b., on a les équivalences :

2 2
(E) = (E) = 1-3e* + &= 0= E é’pj:

g réalisant une bijection d@,q sur]-1,1, 'équationg(x) = 0 admet une solution unique
a dans]O,][, et par suitel;équation (E) admet une solution uniquept dans]0,+oo[ car:
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2 3
e’ =a = —§u=ln0( = u=——=Ina

EXERCICE 3
Partie A

1. Le nombre de tirages simultanés de deux jetons lgasac qui en contient cing est :
S5)_ 5! _5x4x3!_
(2) 2131 2x3!
Le nombre de tirages simultanés de deux jetons ratés2 dans le sac qui en contient trois

(-

Doncla probabilité d’obtenir deux jetons numérotés 2 es:

p=="
10

2.a. En appelant succes I'événement S : « obtenir giioxis numérotés 2 lors d’un tirage
simultané de deux jetons dans le sac », de pratéapit p( S =1 d’aprés la questioA.1.,

X représente le nombre de succés obtenus lors @les dille cent épreuves indépendantes
formées par les deux mille cent tirages effectwés aemise .

X suit donc la loi binomiale ‘B(n =2100,p= %j :

X prend pour valeurs [[0,210q et,pour tout entier naturel k de [0,210(], on a:

et

b. L’espérance et la variance de X sont respectivéemen

E(X)=np= 2100)%=630 etV (X)=np(1-p = 630x1102 44%21°

3.a.T suivant une loi normaler’(m,oz), ona:
E(T)=metV(T)=0?
D’aprés la questio.2.b., pour que X et T aient méme espérance et mémaneayi on doit

prendre :
m=630etoc=21

b. La variable aléatoirg” =1 = T—261530 suit la loi normale centrée réduité(0,1), de
o

fonction de répartitior®®, donc, puisque X est approximée par T, la prottétn'herchée est :

p(588 < X< 679 = p(588< T< 673 = ;E%L te 672;163? ’E_ T<_J

- b2 )zo( )2o(- )2o( )2( -B( )z of2)-1
=2 &97725-1=0,954ct
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Partie B

1.a.La probabilité d’obtenir un jeton numéroté 1 Idisn tirage estpzé ; Z=Y +1 estle

nombre de tirages nécessaires pour obtenir pquelaiere fois un jeton numéroté 1, c'est-a-
dire le temps d'attente d'un jeton numéroté 1, aurg d’'une série illimitée de tirages
mutuellement indépendants, puisque effectués amese, don suit la loi géomeétrique

2
s(p=2)
b.Ona:
Z(Q)=N
Et la loi de Z est définie, pour tout entier natlkr@on nul, par :

c_2(3)7
p(z=K)=p(1-9"=Z[ 3]
Orona:
Z=Y+leY=2-1
Donc :
Y(Q)=N
Et la loi de Y est définiggour tout entier naturel k, par :

p(Y =k)=p(z-1= k)= p( Z= k+j)=§@k

2.a.L’espérance et la variance de Z sont respectivemen

_n 1-
E(Z) :1 :§ etV(Z) =l_2p=_5 :_3)(35_ 15
p 2 P 4 5 4 4
25
b. D’aprés la questioB.2.a, I'espérance et la variance de Y sont respectim¢eme
5 3 15

E(Y)=E(Z-1)=g( z)—1=§— =2 etV(Y)=V(z-1)=2V(Z)=V(2)==

Partie C

1. X, prend les valeur$+1= 2, 1+ 2=3 et 2+ 2= 4, et X, les valeurs 1 et 2.
Les trois événementfX, =2)n (X,=2), (X,=3)n(X,=1) et (X,=4)n(X,=1) sont
I'événement impossible, donc :

p((Xl =2)n (X, =2)) = p((X1=3) N (X2=1)) = p(( X;=4)n(X,= ])) =
Le nombre de tirages successifs et avec remiseuejdtons du sac eSt = 25.
L'événement(X, =2) n (X, =1) est réalisé si on extrait deux jetons numérotéoag :

_ 2> 4
( )) 52 - 2_5
L'événement(X, =4) n (X, = 2) est réalisé si on extrait deux jetons numérotéoag :
32 9
, = 2 - ="

On obtient enfin :
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_ _o))=1- 2212
P((%:=3)n (x.=2))=1 25 25 25
La loi du couple(Xl,Xz) est donc donnée par le tableau ci-dessous :

X1 X2 1 2 p(xl=|)
2 130 °]
12 12
3 0 2—5 2—5
9 9
4 0 2—5 2—5
p(X, =) 2i5 g_é

2. Les lois des variables aléatoiresX, et X, sont les lois marginales d¥, et X,,

respectivement obtenues dans la derniere coloriaedetniére ligne du tableau de la question
C.1.

3.Les variables X, et X, ne sont pas indépendantegar on a, par exemple :

p((X.=2)n(X,=2))z p(X,=2) p(X,=2)
En effet :

p((X,=2)n(X,=2))=0etp(X,=2)p(X,=2) zzis%lsz :;5
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