ESC Maths 2007 T EXERCICE 1

-2 -6 6 0O 0 O 1 0 O
Soient les matrices A=| 0 0O O B=({1 3 -2 =0 1 O

-1 -3 3 1 3 -2 0 0 1
1. @) Calculer les produits matriciei§A - 1) etB(B-1).

(b)  En déduire que\® = A et B? = B.
© CalculerAB ainsi queBA ( ces deux produits donnent un résultat simple )

On note dans toute la suit® = A+ 2B .

2. €) Calculer les produitd. | — J et B| -1|.
3 0
(b) En déduire qu&/| —1| =| 0 |. La matrice W est-elle inversible ?
0 0
-2 -6 6
(© Montrer queW =| 2 6 — 4| etretrouver le résultat précédent par méthodgivht .
1 3 -1
3. (a) En utilisant les relations obtenues en goedt. , montrer que\N2 =A+4B .

(b) Plus généralement , montrer par récurrencepue tout entier natureh non nul :
w"=A+2"B.
Dans toute la suite de cet exercice on note patrréel x la matriceH(x) = A+ xB.

3
4. (a) Calculer le produitH(X)| —1| et en déduire que la matriéé(x n’est pas inversible .
0
(b) Montrer que pour tous réels ety , H(X) H(y) = H(xy).

(© En déduire par récurrence surque pour tout entier naturel non nul :(H(x))" = H(x") .
Quelle relation retrouve-t-on en prenart=2 ?

EXERCICE 2

fd) =0 sit<O
On considere la fonctiorf définie surlR par : _24

fi)=e3 -e? sit>0
1. @) Montrer quef est continue sur -Joo; 0] etsur JO; +o].

(b) DéterminertlimO f(t) puis en déduire qué est continue sulrR.



(© Soit 8 un réel de l'intervalle ] 0 ; 1 [ . Montrer quef - 8% >0.
_24
(d) Montrer que sit> 0 alorse 3 estun réel de l'intervalle ]0; 1.

-2
st

En déduire grace a la question (c) , et en posanrte ° , que f(t) = 0.

Dans toute la suite de I'exercice on note pourr@eltx : F(X) = jfw f(t)at .

2. @) Que vautF(x Jorsque x < 0 ?
Justifier que six > Q F() = [ 'f ®)dt .
(b) Montrer que pour tout réed strictement positif et pour tout réal strictement positif ,
[re®dt = %(1—e’ax) .
—2x_

~2y4
(c) En déduire que pour tout réel strictement positif :F(x) =1 - %e 3+ %e

(d) Montrer que Iirrl FX) =1.
X — 400
On considére alors une variable aléatofreadmettant une densité, et de fonction de répartitioR .

3. On s'intéresse dans cette question a I'équatitée (E ) :
PX <) = P(X >p) (E)

équation dont l'inconnue est le rgektrictement positif

(a) Justifier que pour tout réed, P(X > x) =1- P(X < X) .
En déduire que I'équatioE ) est équivalente a I'équatiqrE’ ) :
PX <w=13 (E)

_2
(b) Montrer que (E') = 1-3e L eh=0.

(©) Montrer que la fonctiorg définiesur]0; 1] par g®) =1-306 + 6°
réalise une bijectionde 10;1[ sur ]-1[;.1

(d) En déduire par le méme changement de varbée 1. (d)

que l'équation( E ) admet une et une seule solution ( qu'on ne ckeagtas a calculer ).



EXERCICE 3

Un sac S contient cing jetons : deux sont numérotés gtrois autres sont numérotés 2.
Les partiedA , B etC de cet exercice sont indépendantes , elles camegsnt a des expériences aléatoires
différentes utilisant le sac mentionné ci-dessus .

Partie A

1. Montrer que si lI'on extrait deux jetons simuisaent deS, la probabilité que ces deux jetons portent

le numéro 2 est p = 10" ( On pourra conserver cette notation dans | sletcette partie A ) .

2. Dans cette question on considére le Saet on effectue 2100 tirages simultanés de detaag avec remise
( les deux jetons obtenus a chaque tiragersanis dans le sa& avant le tirage des deux jetons suivants ) .

On noteX la variable aléatoire égale au hombre de tiragdse®deux jetons tirés portent le numéro 2 .

(a)

(b)

3. (@)

(b)

Reconnaitre la loi de probabilité de ldakse aléatoireX .
(On préciseraxX(Q #t P(X = k) pour toutk de X(Q)).

Déterminer I'espérance mathématide(X et yérifier queV(X) = (21)2.

On décide d'une approximation ¥epar une variablel suivant une loi normal& (m,c2 )
Quelles valeurs donner &n et o pour queX et T aient méme espérance et méme variance ?

Calculer alors la probabilité (588< T < 672 én utilisant la fonction de répartitiod
de la loi normale centrée réduite . ( On dorb) = 0,97725)

Partie B

On effectue une série illimitée de tirages avedserd'un jeton dans le sa8 . On désigne paX la variable
aléatoire égale au nombre de tirages effectuéd évéirage amenant un jeton numéroté 1 pour la gneniois .

1. (@)
(b)
2. (@)
(b)

Justifier que la variable aléato#e= Y + 1 suit une loi classique .
En déduirer(Q Yuis la probabilitéP(Y = k )pour tout entierk de Y(Q ).

Préciser I'espérance mathématique et iavee deZ .

En déduire I'espérance mathématique eateance dey.

Partie C

On extrait successivement et avec remise deuxgetaorsacS.

On désigne parX, la variable aléatoire égale a la somme des nisris deux jetons tirés ,

et par X, la variable aléatoire égale au maximum des nusnées deux jetons tirés .

1. Donner la loi de probabilité du couglX, , X, , &n présentant les résultats dans un tableauldiedentrée .

2. En déduire la loi de probabilité de et celle deX,,.

3. Les variables aléatoires, et X, sont-elles indépendantes ?



