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On s’intéresse dans ce sujet a la méthode de Stein, introduite par Charles Stein (1920/2016)
en 1972, dont les développements et applications sont nombreux.

Les parties 1 et 2 concernent la justification de la méthode, elles sont indépendantes.
Dans la partie 3, on s’intéresse a 'estimation en un point d’une densité d'une loi de probabilité.

Cette partie peut étre traitée indépendamment des deux premiéres parties.

Dans la partie 4, on met en oeuvre la méthode de Stein, vue dans les parties 1 et 2, pour établir
des convergences « uniformes » en loi et on démontre le résultat admis dans la partie 3. Cette
partie est indépendante de la partie 3 & I'exception de sa derniére question.
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Dans tout le probléme :
e les variables aléatoires considérées sont définies sur le méme espace probabilisé (Q2, A, P).
e si X est une variable aléatoire, E(X) et V(X) désignent respectivement, lorsqu’elles
existent, 'espérance et la variance de X.
e W désigne ’ensemble des fonctions h de classe C! sur R telles que :

Vz €R, |h'(z)| <1

e N est une variable aléatoire qui suit la loi normale (0, 1).

e on admet que si X est une variable aléatoire possédant une espérance et h € W, E(h(X))
existe.
On note en particulier cp, 'espérance de h(N).

e on note P la fonction de répartition de la loi normale (0, 1) définie par, pour tout z € R,
o(z) = / : —12;; e_g dt . On rappelle que c’est la primitive sur R, qui vaut % en 0, de

—0Q
2

. -
la fonction @ : t = ——e” 7 .

V2r

Partie 1 - Transformation de Stein

o(z)
©(z)

Soit A € W. On définit sur R, la fonction 8 : z — et la fonction fp par,

T

friz— 9(—x)/ B (t)®(t)dt + 6(z) /+°° R (t)(1 — ®(t))dt

—o0
lorsque ces intégrales convergent.
L’objectif principal de cette partie est d’obtenir, pour X une variable aléatoire admettant une
espérance, une expression de |E(h(X)) — E(h(N))| qui ne fait pas intervenir N directement.

1. a) Montrer que pour tout > 0 et t € [z, +00[, 0 < z¢(t) < tp(t). En déduire que :
V20,0 < z(1l - 2(x)) < o)

( on remarquera que pour tout t € R, ¢'(t) = —typ(t).)
b) Procéder de fagon analogue pour montrer que : Vz < 0, —p(z) < z®(z) < 0.

¢) En déduire a I'aide d’une intégration par parties, pour tout z réel, la convergence
des intégrales qui suivent et montrer que :

/_ " o(i)dt = 28(z) + (g et / Tl B (E =l — B ule] (B

2. a) Montrer que pour tous réels x et y,

|h(z) — h(y)| < |z — y|, puis que [h(z)| < |z| + [R(0)]
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b) Pour tout z réel, justifier la convergence de / h'(t)®(t)dt et montrer que :

[ K@@ =h@ae / Bl

-0

+oo
On admet de méme que , / B'(t)(1 — ®(t))dt converge et que,
xr

+o0 +o0
/ R () (1 — ®(¢))dt = —h(z)(1 — &(z)) +/ h(t)p(t)dt

c) En déduire que, pour tout z réel :

T +o0
. / B (8)®()dt + / K (£)(1 — B(t))dt = cn — h(z)

-0 T
3. a) Etablir que pour tout z € R,

¢(z) = 1+ z20(z)
#"(z) = z+(1+2%)6(z)
0(—x)2(z) = 0(z)(1- 2(z))

b) En déduire que f, est une fonction de classe C! sur R qui vérifie, pour tout z réel :
fr(@) — zfn(z) = cn — h(z)

Pourquoi peut-on alors affirmer que f, est de classe C? sur R?

c) En conclure que, si X est une variable aléatoire admettant une espérance,

[E(h(X)) — E(R(N))] = [E(f4(X) — X fa(X))]

4. Majoration de |fp|.

a) Montrer, en utilisant les égalités (R), que pour tout z réel :

0(—:1:)/ (t)dt + 0(x) / — ®(t))dt =

b) En déduire que pour tout z réel : |fz(z)| < 1
5. Majoration de |f|.
a) Montrer que pour tout z réel :

0" (—z) /x ®(t)dt + 0" (z) /+°C(1—<I>(t))dt=

—Oo0
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b) Etablir pour tout x réel 'égalité :

+co

I (x) =—h’(:c)+0”(—x)/ h’(t)@(t)dt+9”(x)/ R () (1 — ®(t))dt

—oQ T

T

©(z). En déduire son

c) Etudier les variations sur R de la fonction z — ®(z) + T2

signe et le signe de 6".

En conclure que, pour tout z réel : |f;/(z)| < 2.

Partie 2 - Majoration uniforme de la distance de Kolmogorov

Dans la suite du probléme, si X est une variable aléatoire de fonction de répartition Fx, on
définit, pour tout z réel, dx(z) la distance de Kolmogorov au point z entre la loi de X et la loi

normale centrée réduite par :
dx(z) = |Fx(z) — 2(z)|

1 sitzx

On définit, pour tout z réel, la fonction h, sur R par h;(t) = i .
0 sit>x

On définit aussi la fonction v sur R par :

1 sit<0
Y(t) =40 sit>1
1-3t2+2t3 sitel0,1]

Soit X une variable aléatoire.

6. Pour tout z réel, quelle est la loi de la variable aléatoire h;(X) ? En déduire que E(h;(X))
existe et vaut Fx(x).
7. a) Ecrire une fonction Python gamma(t) qui calcule et renvoie la valeur de ~(t), ¢ étant
donné.
b) Utiliser la fonction précédente pour écrire un script qui affiche le graphe de v sur le
segment [—1,2] dans un repére.
8. a) Montrer que v est continue sur R, de classe C?' sur R privé de 0 et 1.
b) Btudier les variations de ~ sur [0, 1] et montrer que pour tout t € R, ¥(t) € [0,1].
c) Etablir que -y est dérivable en 1 et que y'(1) = 0.
On montrerait de méme que v est dérivable en 0 et que v'(0) = 0. On l'admet.

! 3
d) Justifier que v est de classe C! sur R et que pour tout t réel |y/()| < 5
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On suppose dans la suite de cette partie que X admet une espérance et on considére un réel
Mx qui vérifie, pour tout h € W, |E(h(X)) — E(h(N))| < Mx.

9. Soit t > 0 et = un réel. Pour tout y € R, on pose kz(y) = v(¥%).

a) Montrer que pour tout y réel, hz(y) < kz(y).
b) On admet Uezistence de E (k;(X)) et de E (kz(N)). Justifier 'inégalité suivante :

E(he(X)) — E(he(N)) < E (k2(X)) — E (kz(N)) + E (ks(N)) — E(hz(N))

T+t
¢) Montrer que E (ks (N)) — E(ho(IV)) = / bolielad) s

: 2t
d) Etablir que la fonction g, définie sur R par g : u — gkx(u), appartient & W. En

déduire que :

8| e
3]
=
b
~

E(he(X)) — E(he(N)) <

On admet de méme, qu’en utilisant la fonction ky—¢, on a :

3
E(hz(N)) — E(ha(X)) < o Mx +
T : 3 t - )
10. En étudiant la fonction ¢ — 2—t1WX + = sur ]0, +o0[, en déduire que, pour tout z réel,

2
|E(he(X)) — E(he(N))| < v/3Mx, puis que dx(z) < v3Mx (R2)

Partie 3 - Estimation d’une densité

On considére X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition F' et de densité de
probabilité f qui dépendent d’un paramétre inconnu 6, out # € ©, © un intervalle de R.
Soit @ un point de continuité de f, fixé. On souhaite estimer f(a).

a

Par exemple, si X suit la loi exponentielle de paramétre € et a > 0, on souhaite estimer ¢ e~b,

On dispose pour tout 6 € ©, d’une suite de variables aléatoires (X;);>1 indépendantes de méme
loi que X.

On choisit une suite (hy),>1 de réels strictement positifs tels que :

lim h,=0et lim nh, =+
n—r+00 n—+o0

Pour tout n € N* et w € 2, on définit :

Cr(w) comme le nombre d’indices i € [1,n] tels que X;(w) €la — hn, a + hy]

1

et frn(w) = mcn(w)
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11. On suppose que 1'on dispose d'un fichier stats.csv qui comporte une colonne nommée
salaire. On considére que les valeurs de cette colonne constituent la réalisation d'un
échantillon de la loi de X dont la taille dépasse 10000.

a) Aprés avoir exécuté import pandas as pd, quelle(s) instruction(s) permet(tent) de
lire dans le fichier stats.csv les valeurs de la colonne salaire et d’affecter cette
série pandas obtenue & une variable échantillon?

On supposera que le fichier stats.csv se trouve dans le répertoire de travail.

b) On souhaite calculer et afficher f,(w) pour a donné, lorsque la réalisation d’un échan-
tillon (X1 (w), ..., Xn(w)) de la loi de X est représentée en Python par échantillon
et, pour tout n € N*, h, = 71=

n
Compléter le script suivant pour qu’il réalise cette tache.

float (input(’a=’))
échantillon. count ()
i1 / ap.eqrt(n)
=0
or i in range(n):

if ... and

: s e L

print(C / ...)

a
n
h
C
f

12. Montrer que C, suit une loi binomiale de paramétres (n,p,) en précisant ’expression de
pn en fonction de a et hy,.
F(a+ hn) — F(a— hy)
2hy, '
13. a) En utilisant la dérivabilité de F en a, montrer que nli)gloo E(f.) = f(a).

En déduire que E(f,) existe et vaut :

b) Montrer que V(f,) existe et que nll}l}_loo Yif)=0
On suppose désormais, que f(a) > 0, que pour tout n € N*, p, €]0,1[, que F est de classe
C? qu voisinage de a et que lim nh3 = 0.
n—-+co
On note pour tout n = 1, oy, = \/npn(1 — pp) et O = \/2hy f(a).
Co—npn . 2 Onv/n
— et = n.— Jla)).

14. a) En utilisant le développement limité de F' & I'ordre 2 au point a, montrer que :

On définit les variables aléatoires : D, =

e 2 - 2 &
Pn n—-:l—oo 2hnf(a) + O(hn) 'n.—:i—ac en 5 o(hn)

b) En déduire que : p, = 2h, f(a), puis que nll)rfoo npn = +00.

¢) Montrer que f, = =B S N (%’1 - 9n> et que 'on a :

en\/ﬁ n
] O .y . Prn i
i O/ 15 lim v (en 9") 8.
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On admet, dans la suite de cette partie, que ( fn)n;1 converge en loi vers N ce qui implique
que pour tout (z,y) € R?, avecx <y, on a :

lim Pz < fo <y) = 3(y) — (=)

n—+o00

15. Soit @ €]0,1[. On pose 1, = t2 oil t, est le quantile d’ordre 1 — 5 de la loi normale (0, 1).

a) Montrer que n_lix;aooIP’ ((f(a))2 - <2fn + 22; ) fla)+ f2 < 0) =1-q.

2
b) On note, pour n > 1, A, = \/(fn—q- 4Z;n> = f3.

Montrer que :

UL N .
lim 1P’<f(a) [fn+4-nhn An,fn+4nhn+An]) =l-«

n—+oo

Partie 4 - Convergence « uniforme » en loi vers la loi normale

Soit n € N*. On considére n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes centrées qui possédent
un moment d’ordre 3. On admet alors que ces variables aléatoires possédent une variance.

n
On pose, pour tout & € [1,n], IE(X,E) = Uk, Sn = > Xk, Yx = Sn — X et on suppose que
" k=1
Z V=1

k=1
Soit f une fonction de classe C? sur R telle que pour tout x réel, | f(z)| < 1 et |f"(z)| < 2.

On admet que si X et Y sont des variables aléatoires possédant une espérance alors E(Y f(X))
et E(f'(X)) existent.

16. a) Montrer que kil wiE (f/(Sn) — f/(Yx)) + ki E (X2 1 (Yx)) = E(f'(Sn))-

=1
b) Montrer queZlE(Xk[f( 52) = FYO)]) = 30 E(Xkf(Sn)) = E(Saf(Sn))

k=1
c) En déduire que :

E(f'(Sn)-S kanz )—f'(Yi) >+ZE Xi [Xf'(Ya) = (f(Sn) = F(¥2))])

k=1

17. Soit a et b deux réels.

a) Montrer que :

1
bf'(a) — (f(a+5) — f(a)) = /0 b(F(a) - f'(a+1h)) di
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b) En déduire que :
[bf'(@) = (f(a+b) — f(a)| <P°

c) En conclure que :
[E(f'(Sn) = Snf(Sn))| < 2> viE(IXel) + > E(1Xx[*)
k=1 k=1

puis, grace a l'inégalité (Rs2), que, pour tout z réel :

ds, (@) < 4|3 <2kamlxkl> + ZIEuXkP)) (Rs)
k=1

k=1

Une définition - Dans la suite du sujet, si (Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires
réelles et (0p)n>1 une suite réelle de limite nulle qui vérifient,

Vn € N*,Vz € R,dx, (z) < 0n

on dira alors que (Xn)n>1 converge uniformément en loi vers N.

On remarque, et on l’admet pour la suite, que si (X, )n>1 converge uniformément en loi
vers N alors (Xn)n>1 converge en loi vers N.

18. Une premiére application. On suppose dans cette question que (Zg)x>1 est une suite de
variables aléatoires indépendantes, suivant la méme loi et admettant des moments d’ordre

143
) Zr —E(Z
On note pour i € [1,3], s; = E(|Zx — E(Z)|*), 0 = /52 et, Xx = -ka—\/'r_(zi) pour tout
k € N*. On suppose que o # 0.
On utilise les notations de la question précédente.

a) Montrer que 'on peut appliquer I'inégalité (R3) qui donne ici :

20251 + 83
d Sl —F
Sn (x) 0_3\/5

b) En déduire que (Sy)n>1 converge uniformément en loi vers NV, donc converge en loi
vers N. Quel résultat du cours nous aurait permis d’obtenir cette derniére conver-
gence directement ?

19. Une deuziéme application. On suppose dans cette question que Zi, ..., Z, sont des va-
riables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de paramétre p,, €]0,1[.

i
On pose op, = v/npn(1 —pp) et Xi = kTpﬁ pour tout k € [1,n].

n
20 2
t E(|Xk]) = == et E(|Xx[]?) € —.
a) Montrer que E(|X%|) . et E(| Xk|?) =

n

b) En déduire que, pour tout z réel :

8. (&) <2 /3 (ﬁ +i)
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c) Justifier le résultat suivant :

si pour tout n € N*, T}, est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale (n,p;,)
Tn — NPn

—— e converge
Vnpn(l _pn) n>1

avec lim =0et lim np, = +oo alor
n—>+oopn n—+oo P Es rs, (

uniformément en loi vers N.

20. Un petit lemme. Soit (V,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge
uniformément en loi vers N. Soit (ap)n>1 une suite de réels strictement positifs qui
converge vers a, tel que a > 0, et (b,)n>1 une suite de réels qui converge vers b.

a) Soit X une variable aléatoire et (¢, 8) un couple de réels avec @ > 0. On note Fyx 44
et Fon+a les fonctions de répartition respectives de aX + 8 et aN + .
Montrer que, pour tout x réel,

(Faxcsa(@) — Faralo)] = dx (252

b) Montrer que pour tout z réel,

lim (PlanVp+bn<z)—Plap,N+b,<2))=0

n—+00

c) Etablir que nli)r_,{loo P(an N+bn < z) = P(aN+b < z) puis en déduire que (a,V + bn),,51
converge en loi vers alN + b. Quelle est la loi de la variable aléatoire aN + b7
21. On reprend les notations de la partie 3.
a) Justifier que (Dy)n>1 converge uniformément en loi vers V.

b) En utilisant les résultats des questions 14 et 20, en déduire que la la suite ( Fa)ns1
converge en loi vers N.
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