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tence, E(Z ) son espérance

sur cet espace. ;
e Si Z est une variable aléatoire réelle, on note, sous reserve d’exist
ot V(Z) sa variance.
e ble aléatoire réellc, on note Fz 1a fonction de répartition de Z.
de ce couple

o Si Z est une varia
o Si(X,Y)estun couple aléatoire de ®2, on note F(x,y) la fonction de répartition

i.e, la fonction définie par :

v(z,y) € R%  HEEHE =P (X <20 ny <.

o Soient D C R? et F une fonction déﬁnic sur un ensemble qui contient

On dit qmw gi pour tout couple ((a1,a2), (by,
< by et ag < by,

D & valeurs dans R.
b)) € D? tels que

ou encore

-croissante.

e Si F est 2-croissante sur R’ on ) dit plus sixnplement que F est 2
{irement et on note

« Soit X et ¥ deux variables aléatoires réelles. On dit que X =Y presques
X=Yps siPX=Y)=1!
‘o Etant donné un intervalle Ja, [ deR (~o<a<bs +oo), on note lensembledes
fonctions continues et crmssantessmll&valenrsdans [O 1]
sur. de met de limite égale a
e 'tron'pamea.
génémuz sur les fonctions de répartition de couple.
cmc’ssantes et auT copules 2-d:memionnel’tes.
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4. (a) Montrer que Fy

I) Fonction de répartition d’un couple : propriétés et exemples.

Soient (X,Y) un couple aléatoire a valours dans R? et (z,y) € RZ.

3. Montrer que t_l}:_pw Fixyy(t,y) =0et '_l_}t-nm Fix,y)(z,t) =0.

($)=P(U[X<a:]ﬂ[}’<n]).

neN

= lim F(x.y)(t,y).

5. Montrer que Fy (¥)

' 7. Montrer que F(x,

t—r+00

8. (a) Montrer que F x,y)(t, y) <

(b) Montrer que F
On vient de démontrer le
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X,Y)(xa y_) Z

théoreme des bornes de FREC
V(a‘,:ﬂ) € Rz; maX(Fx(a:) + Fy (y) —1,0)'< F(x,y)(:t, y) <

aite dans les questions 9,10, 11 et 12 un Pre

et Jag, by deux intervalles de R avec =00 a1 <5
€ Fayn) X Flab)
e dans cet exemple seulement que : ¥(x,1) €
fontrer que Fx = Fy et Fy = Fa.
Notons U = Fi(X) et V=527
(a) Déterminer les lois de U et V.

répartition de (U V).
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issante.

min(Fx (), Fy ())-
max(Fx (x) + Fy (y) — 1,0).
nET-HOEFFDING ©

min(FX (.’t), FY(y))
mier exemple.

<+ooet—-oo$02<bzé+oo.

R2, Fix.y)(x,y) = min(F (z), Fa(y))-

vV = Fy(Y).
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deux intervalles de R avec =% <ay <h s

) X Flaa ba)’
cet exemple s¢

Soit Ja. by €t |ag, b2
Soit (F1, F;) € F(ay
On suppose dans

ulement que

v(z,y) €R* . Foxy)(®¥

ot Fy = Fy.

vV = F(Y)
(a) Déterminer les lois des variables aléatoires Uetl-—

du couple (U, 1 - V).

(b) En déduire P(U =1 -V)=L1L
(c) On suppose que Y(Q) Claz, ba|. Montrer que x=F"'01= Fa(Y)) ps.
15. On suppose que X () Clay, [ et Y (2) Claz, bal- Montrer qu'il existe deux fonetions g et h
-décroissantestelleaquex-—--g(Y) psetY = h(X) ps.
On dit gue les variables X et Y sont contra-monotones.
est la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant
de répartition d'une variable al

13. Montrer que Fx = F

14. Notons U = Fi(X) et
que la fonction de répartition

V ainsi
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(a) Montrer que f; est 2-croissante .

(b) Montrer qu'il existe un y € R tel que t +— fi(t, y) ne soit pas croissante.
20. Que déduire des deux questions précédentes ?

21. Soient I et J deux intervalles ouverts de R et F' une fonction de R? dans R de classe C2,
2-croissante sur 1 x J.

(8) Soit (zaly) € RQ. Montrer que :

t—+0 hit

AT h t) — F(x ’1 -F'n ' 3
9 ,F(z,y) = lim (u,,, MLLMM) |
' h—+0

(b) En déduire que V(@ ¥) € IxJ, & ,F(x,y) 2
Soient [ et J deux intervalles ouverts de R et F' une fonction de B* dans R de classe C?.
22. Soient £

2 »
(a) Soit (‘(al,ag), (bl,bﬂ) e (I x J)” tel que a) < by et a2 < by. Montrer que :

b by
o) — Flanbo) — Fona2) + Far,an) = [ ([ otaF @ a) oo

a2
(ib) En déduire que F est 2-croissante sur I % J si et seulement si
V(z,y) €I xJ, F(@.y) =

11 Jl I
2
»3. Soit F une fonc ng’ dans R, 2-croissante telle que V(x,y) € R,
' :} (a2 - £ i

hlim F(t,y) F(:L',t) =

PN =y S

Montrer que pour
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26, Soit € une copule:
(a) Montrer que 3
Yv € loa ll' Y,

up — Wi

up € l0~ 1], < U2

£ Yoy, v2 € 10 1 v <

Yu € [oa 1]'

(b) En déduire que — |+ 2 - vy|-

v(u, 1) (ug, v2

est continue Sur (0, 1]2- ‘

ration du théoreme de SKLAR et application.

) € [0,1], 1C(u2, o) — Clur, 01| € 12

(c) Montrer que C

1) Démonst
3 reme _
partieA.lethéO _m<a<b +wet‘w<C<d$+w.

' )
t la. bl et |e,d deux intervallesdekm
:ii:lz)}a'l’)l unlcouLle aléatoire tel que (Fx, Fy) € Fab) X Fled):

L 0,1 - R

Fixy)(Fx' (@), Fy ')

(a) Montrer que pour tous (,) €]0,1[>. On a :
C(z,y) = P((Fx(X) < g N[Fy(Y) S ).

Montrer que cette formule reste valide pour tous (z,y) € 10, 12 S B
~ (b) En déduire que C est. 2-croissante sur [0, 1]2. |
(c) 'En déduire que C' est une copule.
nt ,qu’:lexisteuneuniqueeop\ﬂeC'telleque' : =

V(z, y) e R?, F(x,v) (z,y) = C( (Fxt(é‘:)u

4 1
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Partie B : un premier exemple, la distribution logistique bivariée de GUMBEL.

Soit (Z1, Z2) un couple aléatoire de R? tel que
2 1
V(z,y) € R, Fiz,20)(® V) = T == 7 o v'

Montrer que Z; et Za sont des varinbles aléatoires réelles i densité et déterminer une densité

pour _clzhaque variable,
Déterminer la représentation copule de F. Cette copule est appelée copule logistique de

GUMBEL.

30.

uxiéme exemple, la famille des copules de GUMBEL-BARNETT.

Soit 6 € [0, 1]. On définit

017 - R o
: eI g (u, ) €]0,1)2 .

sinon

'*II

82 In(u ,15( n) — 0(1 + In(ur) + ln(m)) i1

ms,) D -»v:".‘c-'“fr‘-' 3 1 ,,*W".;:”';,J u}\(wm n degsulon lmvaleurs de

14 n(w) + In(w:)
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: trice nléatoire de di-
mst dos variablos
(e.r) i wivont In loi 24([0,1]) -

ensioh 18 anton 4
%;ﬂm.&uﬂm&
rntimation 4 K e variablos alda-

githe WOF T iclents w0
UL dont i suivent In ol 24(]0,1]) -
——— gion 'vne watrico aldatoire do di

Sinuthe 'l"':" ""’"m fow coofticients sont des vulriablm
tantes qui suivent In lof £( ;).

alitlron Inddpent
M

Sinlo une roalination d'un voectour ligno aléatoire de
wallle 11 dont lew cooffichmis sont den varipbles alés-

todres nddpondantes qul sitbvent ln Jot £( E)' .‘
jon o'une matrice aléatolre de di-

Simnthe une réalisat
mm(q.r)domlmmdﬂcmm«bmhbh |

listoires indépendantes qui suivent la lol A (m,d?) r

Simule une réatisation d'un vecteur ligne aléatoire de
ulllnndonlhmoﬂldwtnumdmmhblmw |
Loires indépendnntes qui suivent s lol N (rn, d*)

’ Simule une réalisation d’une matrice aléatoire de di-
mension (g, r) dont les coefficlonts sont des variables
aléntoires indépendantes qui suivent Ia loi 4([a, b]).
Prm——— Sitmuile une réalisation d'un vocteur ligne aléatoiro de

[ taille n dout les coefficients sont des variables aléa-

toires indépendantes qui swivent Ia loi 24([a, b)).

S de parmmitre | G, '._]q'm@wwwmm les mimes contraintes.
Poar obtenir 1 fonction de répartition @ de I lol nonmale contrée réduite, on utilise In bibliothéque scipy :

P L S ——— e

renvole $(z) .

SRS = T 0
SRy | renvoie @ (p) .

B
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