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La présentation, la lisibilité, | ‘orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté
entreront pour une part importante dans 'appreéciation des coples.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

St au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé. il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené @ prendre.

et la précision des raisonnements
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EXERCICE 1

Kercic ‘inté 8 amille de fonctions f, définies pour tout entier
Dans cet exercice, on s'interesse a m“;.-nf‘l I po
>a -
< sel & : T)=—e .
naturel n et tout réel z par : fu(7) =

-

Partie I : Quelques exemples :

. . e . s FL e ey
B Catss 1) Etude des variations de la fonction f; définie pour tout réel z par fi(z) = ze' ™.

(a) Caleuler la dérivée de f;.
(b) En déduire le sens de variation de f.

i I o\ e f e

(¢) Montrer que, pour tout & € R, ona f{'(z) = (x —2)e
| . S ,. - - - . A
En déduire que f; admet exactement un point d inflexion et donner ses coor

|—x

donnees.

(2) [itude des limites de f,.

‘duire la limite de j; en —oc.
») Rappeler lim e* et en déduire la limite de fi
: appele p
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(b) Montrer que, pour tout réel z, on a fi(x) = e

(¢) En utilisant les croissances comparées, en déduire 1a limite de f; en +00.
(I_i) Dresser le tableau de variations de f| en vy faisant fi;_f,m'(’l’ les limites calculées dans
la question précédente.

(4) Etude des variations de la fonction fy définie pour tout reel & par fo(z) = =€

(a) Calculer la dérivée de fs.

(b) En déduire le sens de variation de f5.
(5) Etude des limites de f5.

(a) Calculer la limite de f, en —o0.

(b) Par une méthode analogue a celle de la question 2.¢, calculer la limite de f,
en +00,

(6) Dresser le tableau de variations de f, en v faisant figurer les limites calculées dans
la question précédente.
Partie 11 : Quelques utilisations de 'informatique.

On admet que les librairies numpy et matplotlib.pyplot ont été importees avec les
commandes suivantes :import numpy as np et import matplotlib.pyplot as plt.

(7) Recopier et compléter la fonction fact(n) de la variable n, entier naturel, suivante
de telle sorte qu’elle renvoie la valeur de n!.

1 |[def fact(n):

2 Pt

3 for k in range(l.n+1):
4 = A

9 return f

(8) En utilisant la fonction fact(n) de la question précédente, donner une tres courte
fonction d’en-téte def f(n,x):, des variables n. entier naturel. et z. réel. de telle

sorte quelle renvoie la valeur de f,(z). On rappelle que, pour tout réel . np.exp(x)
calcule la valeur de exp(z).

(9) Le script suivant permet de tracer la représentation graphique de la fonction f,, pour
différentes valeurs de 'entier naturel n sur 'intervalle |—1,10].

L |X=np. linspace(—1,10,100) |
ZaX=f(n ,X)

3 | plt.plot (X.,Y)

4 | plt . show ()




Dites, en Justifiant, parmi les trojg représentations graphiques suivantes lesquelles
sont celles de f; et fo.
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Partie III : Intégrales définies a partir des fonctions f,,. -
entier naturel n € N et tout réel positif A € R+, on considere I'intégrale —
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(c) .\hmll'v

I que | intégrale [y = / te' =ty
/. ‘L converge of que /, (

I'on peut montrer

et que /, = ¢.

On admet que

e manicre analogne ) e bl
(")]l\v(‘l.g(‘ L 1 \ “ L I ) -f (,’/
i\

Partie TV : Une vari

able a4 densité.

On considere 1. : o I(l sit < ()
t)llhl(l(.l(.. la r()ll('tlnll q définie pour tout reel ¢ par g(t) = l |

Jilt) sit =0,
f
(12) Montrer que g est une

densité de l,,-.,l,;.l,jlin‘l, (On pourra utiliser certains résultats
de la partie I11).
(13) On considére une variable aléatoire X de densité 9. On note G sa fonction de
repartition.

(a) Calculer G(x) pour tout réel z en distinguant les cas # < 0 et o > 0.

(b) En utilisant 'intégrale /5 de la partie 111, montrer que X admet une espérance
et la calculer.

YW m . ol n I
EXERCICE 2
On considere les deux suites (uy )nen €t (v, )nen définies par

Iy + 20,

. )
Jién ne

Un+1

Partie I : Variations des suites (u,),en €t (v,)nen-

(1) Montrer par régurrence, pour tout entier n € N, la propriété

P, : u,, et v, sont des entiers strictement positifs.
(2) En 'd_éauire que les denx suites (u,)nen €t (Un)nen sont strictement croissantes.

Partie IT : Terme général des suites (u,).en et (v,),cn a Paide de
deux suites auxiliaires.

On considére, dans cette partie, les deux suites (0, )nen et (Un)nen définies pour tout entier

aturel n par 1 Sote
ll .ll.'" = u," + '“" (“‘ .,I" p— 3[‘7. —— Q‘Un-

. valeurs de zo €t Yo.
2y Caleuler les valeurs de xg et
(3) 8 ! Tournez la page SVFP




| (4) Montrer que (24)nen est géométrique de raison 8 puis donner le terme geénéral
de (In )nEN

(5) Montrer que (¥n)nen est géométrique de raison 3 puis donner le terme général

';-'~5—: de ('/n)nCN
= :; (6) Pour tout n entier naturel fixé, résoudre le systéme suivant d’inconnues i, et Up et
e de paramétres x,, et y, ¥ ]
-~ \'1‘.:_ u»" + vn = xﬂ' - .

-t

L] un — 2uUp = Yn
oS ;'z“
%39 (7) On peut alors en déduire les termes généraux de (u,.)neu et (gn)neﬂ montrer que,
gt 1!

K. pour tout entier naturel n, %, = —=3" 4+ 68" et v, = =3" + _81:

N 5 5 9 5

T_:'*'?-- . “ F“"
o P,artle III : Terme général des suites (Un)neN et ( ,_).hem i
= d’une relation de récurrence d’ordre 2 R -.‘ﬁw
‘Y eaie | gl
"% (8) Calculer u, et v,. ‘"l‘) x&fj:":
-~ 3 J "'. \
\:.' ( o} Jb;-:-"“ '—:-“.
o4 (9) En notant que, pour tout entier naturel n, on a la relation. "“&4’;&- :

1
;» (*) : Un = 5 ('U'rH—l = 511,",).,

. udh

Up g = llun-{»l = 24&,,

1..1!1)L111

de de la rel&tion (*) de la question 9 que, pour to

(10) Déterminer les racines z; et z, du polynéme X* — 11X + 24.

-

(S Ja\u;l! 4"0 Jﬁr ( ‘-{

montrer que la suite (u,),en vérifie, pour tout n e N, la relation

vl"..

(11) On admet qu’il existe deux réels a et b tels que, pour tout n € N, on ait
Uy = alzy)"™ + b(x2)*, o1t 2, et x5 sont les réels trouvés a la question 10.

En utilisant les valeurs de ug et uy, déterminer les valeurs des réels a et b.

6

5
ut entier naturel n, on a

nen,\ef (%)uen a laide des

R ::L‘i.

—8" puis montrer,




Iy par récurrence. que

(14)  (a) Caleuler A2
taille 2

POur tout, entier naturel n € N, X, M™ X
puis M? — 1101 4 241,

v O On a noté [+ In matrice identité de

l) ‘\ 4; ol X -
(b) En déduire un polynéme annmulateur de M.

c) Déterminer los «
(¢) Déterminer Jos valeurs propres possibjes de M.

(15) Vérifier l 2
! : ()l ( 'l(\ A ~ 3 » » .
! ;) e q | sont deux vecteurs propres de M et donner les valeurs
Propres associées.

(16) On considere les martrices J° — ( i ) et D = ( 8 )

—1 3 U 8
(&) Montrer que P est inversible et calculer P-1

(b) Montrer que MP = PD. En déduire que M ¢

st diagonalisable.

(¢) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona : M" — PDYP=%

& 4 - b} - . E - ’ » ' : .
(17) (a) Pour tout entier naturel n, déterminer les quatre coelficients de D™ puis en
déduire ceux de M

(b) En utilisant la question 13.b, retrouver, encore une fois, les expressions des
termes généraux des suites (U ) nen et (V5 )nen:

EXERCICE 3

Soit n un entier naturel non nul.

Une urne contient des Jetons & deux faces portant chacun sur une des faces un numéro
bleu, et sur 'antre face un numéro rouge.

Sur 'ensemble des jetons, on a, pour tout k € {1,--- n}, exactement jetons qui
portent le numéro £ bleu, Pautre face, rouge portant les numéros 1 a k. On convient de
noter le jeton avec sonsmuméro bleu en pre nier €6 Son numéro rouge en second.

Ainsi, lornge; n = 2’—;@ notant en premier le numéro blen et en second le numéro
rouge, 'urne contient 3 jefons :

N o« e
k‘

AN L

ortant une face bleue numéro 1 et une face rouge numéro 1, que 'on
et T

e un jeton portant une face bleue dilkl'n'éro-tz" et une face rouge numéro 1, que I'on
note (2,1)

« un jeton portant une face bleue numéro 2 et une face rouge numéro 2, que l'on
note (2,2).

(‘ lll(‘l'l(”. l‘)l. (lll(_ ). L“ »l] n - X l ' ' |
l -llll(’l'() l'“llg(' l’lll'll(? (.On“("[lt l(‘“" (" _]f-t()llS (lv l)y (21 l)a (2? 2): (3, 1), (3, 2) ol (3, 3).

7/10 Tournez la page SVP




Partie I : Tirage d’un jeton dans I’'urne dans le cas n = 4.

On tire un jeton au hasard dans I'urne. On désigne par B la variable aléatoire réelle égale
a son numéro bleu et par 1 la variable aléatoire réelle égale & son numéro rouge. On pose
_— aussi G = B — R, | | ‘
:* Par exemple, si on a tiré le jeton (3,2), cad avec le numéro 3 en bleu et le numéro 2
e enrouge,ona B=3 R=2et G =1 = b
5 (1) Justifier bridvement pourquoi on & les 10 jetons suivants dans Iurne (en notant
toujours en premier le numéro bleu et en sbcb'iidl@ numérm;,ousb)‘ ‘
(1,10, (2,1),(2,2), (3, 1), (3,2),(3,8), (4, 1), (:
| (2) (a) Décrire I'ensemble des valeurs prises par les 't 1.
: (Il (b) Justifier que P(B=1)n(R= 1)) = Tl(-); Quewét@ T *- = 2)) ? '
(c) Recopier et compléter le tableau suivant qui donne | fi
(By R). ."
1 € B(Q)
1 2 3 E
j € R(Q) -
1 L
10

précédente donnant la loi du gouplg.;;(%;@)‘;ﬁ
'% M et 2 }‘7"

»
L
s~
S

- - "
o el
-y
-

pérance de B vaut E(B) = 3 et calculer la variance V(B) de




Partie I7 .

Temps g
TR : s d attente
Jeton nume te du

‘ = Premier o :
rote | en bleu. et du second tirage du

Dans cette partie

on effectue mani
encore que n — maimten

ant des tirnros :
S Lirn LOS AV 1IN |‘,”|-. |‘|“||‘ ¢l Oon

4 (ull a (lnll(' Cncore | RV DS
COINes

YOUT v & N* 1'40e |
l. 1 "Ullt ke N* I'événement Sk 'on ol | .. duestion L1), On considére
tirage", IX L obtlent le jeton numeroté 1 en bleu lors du k

les 10 1etons

1011

(7) Soit k e N*. On conserve

les notati ‘ '
‘ | ‘ ations de la partie
les numeros bleus et s

l)]'(l‘('lf‘il"lllt" 13, et H; designent

ouges du jeton tiré aux k 1eme tirage

YOUr ' o [ R ! lxpliquer brigvement
pourquol on a les égalités d' 7

venements suivantes : o = (By L) (5
) - » . | | | |
L)N(Rx = 1). En déduire que,

|

pour tout entier naturel non nul k., on a P(S.)
‘ 1()
" S :
(8) On note 7; la variable aléatoire épale
'I'\(

] = Xl au nombre de tirages nécessaires pour obteni
pour la premiere fois le i

eton numeéroté 1 en blew.

_5 ‘}J(J
Donner, en justifi: R I ‘ol . ; :
e ey, Gl Justihiant, la loi suivie par la variable aléatoire T puis donner son es-
perance et sa variance koA :
2 A~ - / [ - (I
ASR)ERE A P(xX) A-§
2 e+

(9) On note 75 la variable aléatoire égale an nombre de tirages nécessaires pour obtenir
pour la seconde fois le jeton numéroté 1 en blew.

On note également, pour tout entier m & N* X,. la variable aléatoire égale au
nombre de fois ot on a obtenu I'événement S, cad ou l'on a tiré le jeton numéroté
1 en bleu, lors des m premiers tirages.

(a) Décrire 'ensemble des valeurs prises par T5.

(b) Montrer que la variable aléatoire X, suit une loi binomiale dont on précisera
les parametres.

(¢) Justifier que, pour tout entier £ = 2, on a l'égalité des évenements :

(T3 = k) = (Xg=1 = 1) N S.
(d) En déduire la loi de T5.

o
-

% Partie II1 : Une série statistique.

®gr@1.ppéll_;@mmale tirage d’un jeton de I'urne. Des amis ont noté les différents résultats
1\ ~qu’ils ont obtenu lors de leurs parties. Les résultats sont mémorisés dans une base de
données. Celle-ci est constituée d’une table Parties avec les attributs suivants.

« IdPartie : Identifiant unique, entier, de type INT

. NomdJoueur : Nom du joueur, de type TEXT
B : Valeur du numéro bleu du jeton tiré, de type INT

R, : Valeur du numéro rouge du jeton tire, de typeiIN.
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primaire. Proposer un attrlbut qui pulsse etre

’

(11) En utilisant la commande CREATE TABLE éc

o Mﬁ- j

‘3
“

table Partie. J ,;.-:;u,,‘“ ' 

'-( "k.'

(12) Ecrire une requéte qui renvoie le nom des J

jeton bleu. 5 ,.;




