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EXERCICE 1
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La fonction ¢ —

est définie et continue sur |0;1] comme quotient de deux fonctions
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dt est donc
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continues sur R, dont le dénominateur ne s’annule qu’en 0. L’intégrale /
0

impropre en 0.

Or I'équivalent classique e* — 1 ~0 T donneici:e?—1 ~ —t & 1—¢! e t, ce qui prouve
T t—

t—0
o 1—ett
que lim
t—0

=1.

—t

1
La fonction intégrée est donc prolongeable par continuité en 0, donc l'intégrale / dt est
0

faussement impropre, et par conséquent convergente.
—t
e
La fonction ¢t — —— est continue sur [1;+o00[ comme quotient de fonctions qui le sont, donc

I'intégrale /
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Or l'intégrale / e~ 'dt converge : c’est une intégrale exponentielle décroissante, qui vaut
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+oo —t 1 —t
(& . € —t
Tdtestlmpropreen—l—oo. Pour tout ¢t > 1: O<¥<1:>O<T<e .
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d’ailleurs  lim [ — e‘t} =e L
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Le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions continues, positives assure alors que
. +o0 6—t
I'intégrale Tdt converge.
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Soit a un réel strictement positif. La fonction ¢ — —————— est définie et continue sur |0 ; +oo|

comme différence et quotient de fonctions qui le sont, dont le dénominéateur ne s’annule pas sur

+oo —t —at
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cet intervalle. L’intégrale / fdt est donc doublement impropre, en 0 et en +oc.
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L’intégrale / - dt est convergente pour la méme raison qu’en 1.b) :
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pour tout t > 1, 0 < <e et / e~ “dt converge et vaut e~
1
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Ainsi, / fdt = / Tdt — / " dt converge comme différence d’intégrales
1 1 1

convergentes.

Au voisinage de 0, en utilisant le développement limité classique e” = 1+ 2z +o(x),
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alorse ™t —e ™ =1—t—1+at+o(t) = (a— 1)t + o(t), donc = a- 1+ o(1).
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Ce résultat prouve que Pr% —  —e- 1 est finie, donc que la fonction est prolongeable par
ﬁ
1 _—t _ _—at
continuité en 0, et / ————dt est convergente car faussement impropre.
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