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PROBLEME 1

Partie 1 - Un exemple

Dans cette partie et dans cette partie uniquement, on se place dans le cas ott n = 2 et ou la matrice A

est définie par
11
A= (1 1) |

On note S; le cercle unité du plan R?, défini par : Sy = {(z,y) € R?; ||(z,y)|| = 1}.
L’énoncé admettait que S est un fermé borné.

1. La matrice A est symétrique, donc diagonalisable d’apreés le théoréme spectral. On trouve facilement
deux valeurs propres distinctes de A :

e La matrice A est non inversible car elle a deux colonnes égales, donc 0 est valeur propre de A et

il est clair que A {_1 11 = [0] =0- { 1 } , donc {_11} est un vecteur propre associé a cette valeur

0 -1
propre.
) . 1 2 1 1
o Il est également clair que A =12 =2 (1 donc 2 est valeur propre de A et 1 est un

vecteur propre associé.

La famille ( [ﬂ , [_11} ) est alors une famille clairement orthogonale de deux vecteurs non nuls

de My 1(R) : ¢’est une famille libre, done une base de cet espace.

1
Ces deux vecteurs sont de norme /2, donc Q = E G _11> est une matrice orthogonale dont les

colonnes forment une famille orthonormée de vecteurs propres de A, de sorte que :

B t (20
A=0QD Q avecD_(O O)'

On introduit alors la fonction ¢ définie sur 'ouvert R? \ {(0,0)} par

T

Vo) € BAOON wton) - (Vo e ) 4| V0
ST

2. a) Pour tout (z,y) € R*\ {(0,0)}, de la matrice-ligne et la matrice-colonne du calcul définissant

1
¢(x,y) on peut sortir & chaque fois un facteur ———, donc :
1.2 + y2

= () 0 (1) (1) - 0 (150)
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