Conception : ESSEC BS

MATHEMATIQUES 2 APPLIQUEES
FILIERE ECONOMIQUE ET COMMERCIALE
VOIE GENERALE
Vendredi 24 avril 2026 de 14ha 18 h

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, lo qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements

entreront pour une part importante dans Fappréciation des coples

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs
Aucun document n'est autorisé L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est

interdite. Seule 'utilisation d'une régle gradude est autorisee
Si au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qul lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie

et poursuivra sa compasition €n expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amenéd & prendre
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IR0 B VRO positive wimetiant une osperaine Wt o U un e

X =a) ak
) o MU ]f‘ des dvénements. Moutrer Ji : (LJ lfA) - .\: 1)'_'
oMl J !
o ] { |
. i :
défimt pour tout £ =, /(! 1t —-Inill 4+ 00"
N
: : : ) - (1 0 — Oet)*
Montrer que [ est de classe CF sur R ot que pour tout £ réel  £7(2) = "= S
. ‘u] H + Hl""'

En dédutre gue pour tout £ réel, f(1) 2 0 puis gue

l ”;I!' " “'0"1 N "j"l’(

est convexe sur R, gudd
Fn déduire que pour tout = § " S (042) N (1 0—1) 0™

\' une
" -8,1 - 0. Ex
s deax questions précédentes, montrer que pour tout £ € R, B(e'X) existo ot

5)

justifier briévement que la fonction £ w of

. 1-0lott e R. &

variable aléatoire d espérance nulle & valeors dans le sement

s Xy (
et O | NG exp
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Conception : ESSEC BS
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MATHEMATIQUES 2 APPLIQUEES
FILIERE ECONOMIQUE ET COMMERCIALE
VOIE GENERALE
Vendredi 24 avril 2026 de 14h a 18h

RECTIFICATIF
Modification de la question 1

Dans |a relation située apreés "Montre que” |l faut remplacer chaque B, par

un 5,

Done cela fait dex B; dans la relation a établir et aucun By




- n”“ 1 1IN § A
\ 3 PSR " 11 A Ville'g
> : \ x 3. A
. i\
s 1118 ol 'l""“"””'
inegalite de Markov, montrer que, pour tout ¢ > ()
F )
‘A i
‘. ) . : 1 v;'ll \ J y l I . ,\ ¢ \ Y | nl
) ] |
)
: ’
0 Julre que, pour to U X/ CA S ) P :
ovenabement £ g
\ Ji X1 an
< (0 En considérant k variabies | \g ] A OnLror am
\ ! exp (—2n
» Coit ar € Si le paramétre g est weonnu ot X, X stivent s méme ok, montrer qus
| |
X ' \, ¢ \ un mmtervalle de conhance aléntojn M ! 100
. l/ -I
' au nivean de conlinnee | )
Description du modéle
On modélise o probléme, Ovoque dans k pu'.\lul.nlc o Oe e mandre suiviante L o
o
:
noot rsont des entiers natireds plus grands que 2 ot 1 n -
Les actions sont Mentilites aux entiers de 1 & r et noactions sont réalisées 'une aprds Mantre of
tttnltotées de 1 &4 n
Iy pr sont des réels appartenant & 10,1 non tous égaux ¢t on note p° leur maximuay
On définit, poar tout Je sujet, les vanables aléatoires suivantes
I; esit opnlo & la j-Cnw wetion

——

¢ Lo choix des actions : (1,),.q1.4) & valours dans {1, r]

rendinds
S—

¢ Les ricompenses aléatoires proposées @ (X, )i elia) tont des variables o Bt
l_l_'a_t|—|_]Lnu}{_1_'tllill\lll1'« telles que pour tout ¢ € [l.'i ] £ !l. H.} \_:... est d¢ panunetie p,

Xy st la vécomponse aléatoire |ﬂWﬁlv-q ost offectude pour Ia 2o

Sojs

(”l Mlpp‘ﬁn gue Itﬁ ‘,\-,JI)P l‘ " 34 “ '.| son! .llll’.'-'n‘!“’.\llh?; Jes (I.L;‘x ',i

i Hf

. L.H-t In varinble aléatoire égale A la récompenge pour la 3-¢me action réalisée,
1 2.4.800

* Pur exetuple, sl pour un certaln w € 11 Jes quatre premiéoes actions réealisdes st
2, alors on & ;
f(w) =2, Is{w) = 4, L(w) =3, Lifw) = 2, Yi(w) = X3,(w), Yalw) = Xaale

Ya(w) = Xyglw), Yilw) = X3 a(w).
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L ) N (w) # U

SO
= yarinbles /| o

e totale en définissant le
! igiser, on Moyenn I récompense X
: _eif est o mn ' ' stralogic
yfectil initions constituent ln définition d'und tratéy
“in hol

. - \"

» »
Utilisation d'une table SQL
A + enrecistre los résultats obtenus dus
- e <|(l.~3.u-¢! CITeSLs "
e wienoe décnits s Je modale «

On » rénlis 'axplrin
sahle Bandit
t cette table est COMPOSE de n enregistrements, 1

cont de type entiet
9 gépérant une réecompense égale & 1, covi

. 1000, Elle comporte troms chnmps,

i

Priasemet

Action et Recompense (il

l" ™ lh\""'l“" eian Yl'.l]l\a'f oSt l action

St par exemp
ot représenté par in ligne (10, 2 1) dans la table
' (hI- wal A

\ un Sément w do 1

Numero .

tnble it assSOCIee §

(et
Lo lw) Jorsgu'on Pexécute !

8. 1 o) Quelle roquéte renvine 2300

| b} Quelle requote renvoic la colonne des numeros des actions ot on & réalisé Uaction 2 et
obtent une récompense non nulle?

o2 ¢) Ecrire une requete qui renvoie Violw)

Ad) Ecrire une requéte qui renvoio Xonlw). Si l'on a Nay(w) = 100, de quel parameétre

: 0
() ot olle une bonne estination

Xaml

La stratégie ETC! et une majoration de son regret moyen

N - - n
On note R, la récompense totale aprés que les n actions sont exécutées, R, = }: ) 6T
" . J '.l
ov ') - o y
7 L® .".

0, Soit J & :.',Il; . VL
.S ;
/) Montrer que, E(Y;) = 3 P([Y; = 1| n[I; = i}).
=)

. » J
b) Etablir que P(ﬂ) = 1N [l, =1|) = E PN = l] n (Ij - il N [1\",J == L])
k=)

¢) En déduire que E(Y)) = E:'p.P( I; = i) puis que E(Y)) € p*.
-

» On déhni -
u déhinit le regret A, = np* —~ R, ot on pose pour tout i € [1,r], & =p* - »i:

10 a) Soit i € [1,r]. Montrer que E(Nin) = Zn: P(l;=i)
1=l

I Explore thes commit
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_ ; - | 3 2 )
1) Ea diduire que E(la) = Lx SE( Ny
"N On suppose dans cotte question que pour wout j € [1, nj, /
o Strategy” ne 2 , tbon de n, r ot des 4,
quit la Joi uniforme sut {1, r]. Calc aler E(Aq) €0 B .9 vl Qe Tl
—— aue 11 oSt un entier plus grand que = Lt qut
"ETC" - On suppose 4 vefl:

Slmu‘-;.w

»our tont w
On délinit une nouve le variable alé stoire Zm POr, |

{,r] pour jeqquel on A X b ook

" Srratégio
<n

(w) = max P )

"

2. (w) ost égnl su plus petit indice k € [
I, comme suit pour tout J € = | "‘ et pour tout

L stratégio ETC consiste 4 dédinir les
well:
o sij € [1.m] alors [5{w) = 1,5 € frm + L, 2m] alors Ij{w) = 2,
nlors Jy(w) = k..., s j € [(r = 1)m + 1, rm] alors Ii(w) =T,
esimr<jin, ljw)= Zw()
1e I'on applique la stratégie ETC.
n appliquant 1a

ek —1)m+ 1, km}

On suppose dans la suite de cotto partie qt
= 2. on réalise les 10 actions e

=10, r = 3, m =

12 Dans cette question n =
stratégie ETC ot on obtient le tableau suivant

7 T2 [saT; 5 A B

wy [ 1)1 3 @l ol

;‘- [0 (RN ESES

Priciser alors les valeurs de Xy g(w), Xaalw), Naglw) et Za(w). En déduire par quelle(s)

valeur(s) il faut compléter lo deuxidme ligne du tablean

13. Ecrire une fonction Python Z(m,r,Rec) qui renvoie la valeur de Z,, obtenue lorsque I
variable Rec st Je vectenr des récompenses obtenues pour les rmn premidres actions suivant

In stratégie ETC.

14, Sait i € [1,7].
a) Quo vaut Niyue 7 En déduire que, Xomr = Xim.

b) En déduire que pour tout ¢ 2 0,
P(Ximr — i > £) € exp(=2me?) et P(KXime = i € —£) € exp(—2me?)

15, On note & un &lément de f1,r] tel que p, = p*. Soit i € [L.r].
a) Montrer que E(Niq) = m + (n = mr)P(Zy, = 1),
En diduire que < E(Na) € m+ (0= mr)P (Kime 2 Xonr)

ntre ‘w?Q&w>Xm) < r(x'.,,.,-,. > 6‘) +P,.(p.- RS %)‘.

) En conclure que :
‘(—mﬁ ‘m#ﬁnm --m

— S i
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< 4 =

- ) & ot “;“",“
‘ﬁ‘ O ._-" | E WA
=8 : £ < -, En déd
out x > v, e 2 re N deduire que E(An' = Mo 4 n '_’.

. pout t
‘""‘.f gue i m

","o"

— | 4 L, montrer que pour n assoz grand

~ R m>

1 m lJ O / n )

b) M
) i cholsissa®

“ et que E(d,) 5 \//-u;;:;\,/n + 0

) 2 ot une majoration de son regret
La stratesi€ yce =e

. w“dente maois on va redéfinir I '
v Jes BOtAtIONS do ln partie précid Welinir les variables I

O onnse

fL.r} e ~ In(¥
.1 = Wt € Ll r), Oon pose 7y = @
17. Sait # £]0, 1Il.JE ll.nﬂ MiE : ]

Montrer que P(Y,\, +r<m &0

S La stratégic UCB consiste & définir les [, comme suit pour tout j € [1,n} et pour torit

wefl:

e E “.'l alors [y (w) = 31

. In(n
o 5i j € fr.n = 1], posons pour tout & € [1, 7], Ui lw) = X, (w) + N‘j(:,)'
1,41 (w) est égal au plus petit indice 1 € [1, r] pour lequel on alyy(w) = &,&, Ui 5(w).

o On note aussi pour i € [1,r] et 7€ [In - 1], Vi (w) =-fw'("~’) + /l“( ).
J

On suppose dans la suite de cette partie que 'on applique la stratégie UCB,

18, a) Justifier que pour § € [1,r§ ona Nip =10t X;p = X, ;.

b) Ecrire une fonction Python Bernoulli(p) qui renvoie ln valeur d'une simulation d'une
viriable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p,
¢) En supposant que batX contient X, ;, N contient Ny et le vecteur P contient les valeurs
do;:...ﬂ..p,. écrire une fonction Pytbonl'nlj (hatX,N,1,P) qui simule la récompense
de T'action 1, celle-ci étant (j + 1)-8me action réalisée et renvoie la valeur de X,
dans ces conditions,

o 19. Compléter I'écriture de la fonetion Python Actions(P,n) ci-dessous pour qu'elle renvaie la
simulation d'un veeteur des n actions réalisées par I'algorithme UCB si le vecteur P contient
les valeurs de py, ... . ' BB
def Actions(p ,n): Bas =

r3p. shape (P) (0]; T=np. zeros (
1[0:r)=lkst1 <. el
,,&,I&n for k in .

-
”




ange (1,7)

x[k]+np.59% log(n)/.‘ilk])
al=hat

¢t (np-

Hu
]=..
x(x::; 1]~ m)(hux(l(ﬂ-ll JNLIL3)-10,103],P)
hat h
N1yl -1l=
roturn 1 |
Ia suite de I'énonce, 01 considére s € [1.7] tel que p* = pa, § € [1,7] tel que p; <p*
p Dansias ' | | il |
stuefln- 1}. On note Ay Vévénement [)‘i:\:.n"l o SP| Y [Viu 2 Pl

A ,\Iu_;umfmn de E!‘\'u,n)

s - 1 S » : “ - ' .
a) Montrer que si [Niq > uj est réalisé alors il existe & € [r.n 1 ‘_‘-‘I qux

[Nx =] N [Vix 2 U, 4] est réalisé, puis que [V.,.. = )(i:ﬁn_"lf..,] l'est.

b) Montrer que si [Niy > u] est réalisé alors A; . V'est. En déduire que

E(Nig)Su+ P(Au)n

21. Mayoration de P(Ay )
a) Montrer en utilisant la question 17 que :

lP()mi“ Uwéth)sl’( {mn l",*gpa)g%

Efrin-1} Ln-1

lu(n)

b) Etablir que si & —

.
20,P(Viy 2 p,) Sexp | —2u (.s‘ - “‘f"‘))

» On suppose dans la suite que n est assez grand pour que

%F—)G[l n —2]. On chosit l-‘l:?(ﬂj+lwmmvnhurdoupomhs;ﬁwd¢muo

) Moutxu'quc In fonction w : ¢+ m(-ﬂ(&f Vin(n) )2) est décroissante sur
v;whmn!(&.-)o

Hﬁ[

22, Bl que E(N,,) < 100 ), 5 i g B(0) < 49156 + 5.

W |
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