
❈♦❞❡ s✉❥❡t ✿ ✷✽✺

❇❈❊

❇❛♥q✉❡ ❈♦♠♠✉♥❡ ❞✬➱♣r❡✉✈❡s

❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✿ ❊❙❈P ❇❙

▼❆❚❍➱▼❆❚■◗❯❊❙ ❚

❋■▲■➮❘❊ ➱❈❖◆❖▼■◗❯❊ ❊❚ ❈❖▼▼❊❘❈■❆▲❊

❱❖■❊ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■◗❯❊

▼❡r❝r❡❞✐ ✷✷ ❛✈r✐❧ ✷✵✷✻ ❞❡ ✶✹❤ à ✶✽❤

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧✬♦rt❤♦❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛rté ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s

r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❡♥tr❡r♦♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣ré❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♣✐❡s✳

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ✐♥✈✐tés à ❡♥❝❛❞r❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s✳

❆✉❝✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡ ❝❛❧❝✉❧❛tr✐❝❡ ❡t ❞❡ t♦✉t ♠❛tér✐❡❧ é❧❡❝✲

tr♦♥✐q✉❡ ❡st ✐♥t❡r❞✐t❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❣r❛❞✉é❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡✳

❙✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬é♣r❡✉✈❡✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t r❡♣èr❡ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬é♥♦♥❝é✱ ✐❧ ❧❛ s✐❣♥❛❧❡r❛

s✉r s❛ ❝♦♣✐❡ ❡t ♣♦✉rs✉✐✈r❛ s❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡s ✐♥✐t✐❛t✐✈❡s q✉✬✐❧ s❡r❛ ❛♠❡♥é à

♣r❡♥❞r❡✳

P❛❣❡ ✶✴✽ ❚♦✉r♥❡r ❧❛ ♣❛❣❡ ❙❱P



▲✬é♣r❡✉✈❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tr♦✐s ❡①❡r❝✐❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡ ♠♦t ❋■◆ ♠❛rq✉❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶

❖♥ ♥♦t❡ I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ M3(R) ❡t O3 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡

M3(R)✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

M =





−1 −1 3
−2 0 4
1 −1 3



 , T =





−1 1 0
0 1 1
0 0 1



 , N =





0 0 1
0 0 2
0 0 0



 , P =





1 0 1
1 1 0
0 1 1



 ,

U =





1
1
0



 ❡t V =





1
3
2



 .

P❛rt✐❡ ■✮ ❙♣❡❝tr❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ M

❖♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ R ❞é✜♥✐ ♣❛r R(x) = (x2 − 4)(x− 2) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ M ✳

✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ R✳

✷✳ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ M ❄

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡r MU ❡t MV ✳

✹✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ M ✳

✺✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ R✱ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

P❛rt✐❡ ■■✮ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡♥t✐èr❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T

❙♦✐t n ∈ N✳

✻✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ T 2 = I3 +N ✳

✼✳ ❈❛❧❝✉❧❡r N2✳

✽✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❜✐♥ô♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ T 2n✳

✾✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ T 2n+1 =





−1 1 n

0 1 1 + 2n
0 0 1



✳

P❛rt✐❡ ■■■✮ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T

✶✵✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ T ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ T−1✳

✶✶✳ ❱ér✐✜❡r q✉❡ (T−1)2 = I3 −N ✳

✶✷✳ ❊♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■✮✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡
❞❡ (T−1)2n ♣✉✐s ❞❡ (T−1)2n+1✳

✶✸✳ P♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (T−1)k = (T k)−1✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ T−k ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳

✶✹✳ P♦✉r t♦✉t j ∈ Z✱ ❞♦♥♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ T 2j ❡t ❞❡ T 2j+1✳

P❛rt✐❡ ■❱✮ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡♥t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M

✶✺✳ ❏✉st✐✜❡r ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P ✳

✶✻✳ ❈❛❧❝✉❧❡r MP ❡t PT ✳

✶✼✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ré❡❧ a ♥♦♥ ♥✉❧ t❡❧ q✉❡ M = aPTP−1✳

P❛❣❡ ✷✴✽ ❚♦✉r♥❡r ❧❛ ♣❛❣❡ ❙❱P



✶✽✳ ❏✉st✐✜❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿ M−1 =
1

a
PT−1P−1✳

✶✾✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ∈ N✱ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été P(n) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

P(n) : ✓ Mn = anPTnP−1 ❡t (M−1)n =
1

an
PT−nP−1 ✔.

❊①❡r❝✐❝❡ ✷

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 3✳

❖♥ ♥♦t❡ J1 ;nK✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥tr❡ 1 ❡t n✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ J1 ;nK = {1, . . . , n}✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠é❡ ❞❡ n ❝❛rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡s ❝❛rt❡s s♦♥t ✈❡♥❞✉❡s à ❧✬✉♥✐té
❡t ❡♠❜❛❧❧é❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝❛rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❝❤èt❡ ✿ ♦♥ ❞é❝♦✉✈r❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❡♥
♦✉✈r❛♥t ❧✬❡♠❜❛❧❧❛❣❡✳ ❖♥ ❞é❝✐❞❡ ❞✬❛❝❤❡t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❛r ❥♦✉r✳

P♦✉r t♦✉t j ∈ J1 ;nK✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Nj ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❤❛ts à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
j ❝❛rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Nn ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❤❛ts à
❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞é❥à ♦❜t❡♥✉❡s✳

❖♥ ♥♦t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ J1 ;nK✱ Xk ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rt❡s à ❛❝❤❡t❡r ♣♦✉r
♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❞❡ k− 1 ❝❛rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s à ❧❛ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❞❡ k ❝❛rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Xk)k∈J1 ;nK s♦♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ s✐ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ 4 ❝❛rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭♥✉♠ér♦té❡s 1, 2, 3, 4✮ ❡t s✐ ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡s ❞✐① ♣r❡♠✐❡rs ❥♦✉rs✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉✱ ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ✿ 2, 1, 1, 2, 4, 2, 4, 1, 2, 3✱ ❛❧♦rs ✿

✖ X1 = 1 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❥♦✉r ♦♥ ❛❝❤èt❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❡t ♦♥ ♥❡ ❧✬❛✈❛✐t ♣❛s✱

✖ X2 = 1 ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛❝❤❛t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛rt❡ ✭❧❛ ♥✉♠ér♦ ✶✮✱

✖ X3 = 3 ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❢❛✐t ✸ ❛❝❤❛ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛rt❡ ✭❧❛ ♥✉♠ér♦ ✹✮✱

✖ X4 = 5 ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❢❛✐t ✺ ❛❝❤❛ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛rt❡ ✭❧❛ ♥✉♠ér♦ ✸✮✳

▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t N4 = 10✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N
∗ ✿

Hj =

j
∑

k=1

1

k
❡t uj = Hj − ln(j), ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x 7→ ln(1 + x)− x.

P❛rt✐❡ ■✮ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uj)j∈N∗

✷✵✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦té D✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳

✷✶✳ ➱t✉❞✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f s✉r D✳

✷✷✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ✿ ∀x ∈ D, ln(1 + x) ⩽ x✳

✷✸✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N
∗✱ uj+1 − uj =

1

j + 1
+ ln

(

1−
1

j + 1

)

✳

✷✹✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✷✱ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uj)j∈N∗ ✳

✷✺✳ ▼♦♥tr❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ∈ N
∗ ✿

1

k
⩾

∫ k+1

k

1

t
dt✳

✷✻✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uj)j∈N∗ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳

✷✼✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uj)j∈N∗ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

P❛❣❡ ✸✴✽ ❚♦✉r♥❡r ❧❛ ♣❛❣❡ ❙❱P



✷✽✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✿ lim
n→+∞

Hn

ln(n)
✳

P❛rt✐❡ ■■✮ ❚❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

✷✾✳ ❏✉st✐✜❡r ❧✬é❣❛❧✐té ✿ Nn =

n
∑

k=1

Xk✳

❖♥ ❛❞♠❡ttr❛ q✉❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❥✉st✐✜❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ Nn✱ ♥♦té❡ E(Nn)✱ ❡t q✉❡ ✿

E(Nn) =
n
∑

k=1

E(Xk).

✸✵✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ X1✳ ❉♦♥♥❡r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✸✶✳ ▲♦rs ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❝❤❛t✱ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❝❤❛t ❄

✸✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ X2✳ ❉♦♥♥❡r s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ✸✸ ❡t ✸✹✱ ♦♥ ✜①❡ k ∈ J3 ;nK✳

✸✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❞é❥à k− 1 ❝❛rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛rt❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ k ❡t n✳ ❖♥ ♥♦t❡ pn,k ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

✸✹✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xk s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ pn,k✳

✸✺✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✷✽ ❡t ✷✾✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
E(Nn)

n ln(n)
❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳

❈♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❄

P❛rt✐❡ ■■■✮ ❙✉✐✈✐ ❥♦✉r ♣❛r ❥♦✉r ❞❡ ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

P♦✉r s✉✐✈r❡ ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ s❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s P♦❦❡♠♦♥✱ ✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✱ à ❝❤❛q✉❡
❛❝❤❛t✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① t❛❜❧❡s ✿ ❧❛ t❛❜❧❡ P❖❑❊▼❖◆ ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥ ❞❡s❝r✐♣t✐❢ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛rt❡s à ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡t ❧❛ t❛❜❧❡ ❈❆❘❚❊❙ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛rt❡s
P♦❦❡♠♦♥ q✉❡ ❧✬❡♥❢❛♥t ❛ ❛❝❤❡té❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❛❝❤❡té❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡
❞❡ s♦♥ ❡♠❜❛❧❧❛❣❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥ P♦❦❡♠♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ❈❆❘❚❊❙✳

✖ P❖❑❊▼❖◆✭◆♦♠✱ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✱ P❱✮ ♦ù

• ◆♦♠ ✿ ◆♦♠ ❞✉ P♦❦❡♠♦♥ ✭t②♣❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✮ ❀

• ❊♥❡r❣✐❡ ✿ ➱♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ P♦❦❡♠♦♥ ✭t②♣❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✮ ❀

• ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✿ ◆✐✈❡❛✉ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ P♦❦❡♠♦♥ ✭t②♣❡ ❡♥t✐❡r✮ ❀

• P❱ ✿ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✐❡ ❞✉ P♦❦❡♠♦♥ ✭t②♣❡ ❡♥t✐❡r✮✳

✖ ❈❆❘❚❊❙✭◆♦♠✱ ❉❛t❡✱ ▲✐❡✉✮ ♦ù

• ◆♦♠ ✿ ◆♦♠ ❞✉ P♦❦❡♠♦♥ ✭t②♣❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✮ ❀

• ❉❛t❡ ✿ ❉❛t❡ ❞❡ ❧✬❛❝❤❛t ❛✉ ❢♦r♠❛t ✭❛♥♥é❡✲♠♦✐s✲❥♦✉r✮ ❆❆❆❆✲▼▼✲❏❏ ✭t②♣❡ ❞❛t❡✮ ❀

• ▲✐❡✉ ✿ ◆♦♠ ❞✉ ♠❛❣❛s✐♥ ♦ù ❧❛ ❝❛rt❡ ❛ été ❛❝❤❡té❡ ✭t②♣❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✮✳

✸✻✳ ◗✉❡❧❧❡ ❝❧é ♣r✐♠❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ❈❆❘❚❊❙ ❄ ❏✉st✐✜❡r ✈♦tr❡ ré♣♦♥s❡✳

✸✼✳ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❙◗▲ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡s P♦❦❡♠♦♥ q✉❡ ❧✬❡♥❢❛♥t ♣♦ssè❞❡ s❛♥s
ré♣ét✐t✐♦♥✳

✸✽✳ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❙◗▲ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦♠s ❞❡ P♦❦❡♠♦♥ à ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞♦♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✐❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 100✳

P❛❣❡ ✹✴✽ ❚♦✉r♥❡r ❧❛ ♣❛❣❡ ❙❱P



✸✾✳ ➱❝r✐r❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❙◗▲ ❞♦♥♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛rt❡s P♦❦❡♠♦♥ q✉❡ ❧✬❡♥❢❛♥t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡
❡st ❧❡ ❢❡✉✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸

❈❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝✐♥q ♣❛rt✐❡s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r tr❛✐té ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ■✱ ♦♥ ét✉❞✐❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ■■✱ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐
à ❞❡♥s✐té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ■■■ ❡t ■❱ s♦♥t ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❱ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳

❙♦✐❡♥t m ∈ R✱ M ∈ R ❡t (a, b) ∈ R
2 t❡❧ q✉❡ a > 0 ❡t b > 0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ R ❞❛♥s R

♣❛r ✿

f(x) =

{

Me−a(x−m) s✐ x ⩾ m

Meb(x−m) s✐ x < m
✭⋆✮

P❛rt✐❡ ■✮ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ m = 0✱ M =
2

3
✱ a = 1 ❡t b = 2 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

f(x) =











2

3
e−x s✐ x ⩾ 0

2

3
e2x s✐ x < 0

✹✵✳ ❚r❛❝❡r ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f s✉r [−1, 1]✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ e−1 ≈ 0,4✳

✹✶✳ ❈♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s P②t❤♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ f s✉r
[−1, 1]✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♥✉♠♣② ❡st ✐♠♣♦rté❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧✐❛s ♥♣✱ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
♥♣✳❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ e1✳

✐♠♣♦rt ♥✉♠♣② ❛s ♥♣

✐♠♣♦rt ♠❛t♣❧♦t❧✐❜✳♣②♣❧♦t ❛s ♣❧t

❞❡❢ ❢✭①✮✿

✐❢ ① ❁ ✵✿

r❡t✉r♥ ✳✳✳✳✳✳✳✳✳

❡❧s❡✿

r❡t✉r♥ ✳✳✳✳✳✳✳✳✳

❆ ❂ ♥♣✳❧✐♥s♣❛❝❡ ✭✲✶✱✶✱✶✵✵✵✮ ★■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡

❇ ❂ ♥♣✳③❡r♦s ✭✶✵✵✵✮ ★❱❛❧❡✉rs ❡♥ ♦r❞♦♥♥❡❡

❢♦r ❦ ✐♥ r❛♥❣❡ ✭✶✵✵✵✮✿

❇❬❦❪❂❢✭✳✳✳✳✳✮

♣❧t✳♣❧♦t✭❆✱❇✮

P❛rt✐❡ ■■✮ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❡t ❞❡ s♦♥ ♦♣♣♦sé −X

❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ ❡♥ (⋆)✳

✹✷✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ M ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a✱ b ❡t m ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❞é✜♥✐❡
❡♥ (⋆)✱ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r R✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ M ✱ ♦♥ ♥♦t❡ X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ❞❡♥s✐té✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s m✱
a ❡t b ❡t ♦♥ ♥♦t❡ X →֒ L(m, a, b)✳ ❖♥ ♥♦t❡ FX s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳
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✹✸✳ ❏✉st✐✜❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭❛✮ FX(x) =
a

a+ b
eb(x−m) s✐ x < m✱

✭❜✮ FX(x) = 1−
b

a+ b
e−a(x−m) s✐ x ⩾ m✳

✹✹✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ −X✳ ❉✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

]−∞,−m] ❡t ]−m,+∞[✳

✹✺✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ −X s✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛ss♦❝✐és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m✱ a ❡t b✳

P❛rt✐❡ ■■■✮ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r X à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ P②t❤♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù a = b✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ X →֒ L(m, a, a)
❛✈❡❝ m ∈ R ❡t a > 0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Y ♣❛r Y = |X −m|✳ ❖♥ ♥♦t❡ FY s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✳

✹✻✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ FY (y) ❧♦rsq✉❡ y < 0✳

✹✼✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ✿ FY (y) = FX(y +m)− FX(−y +m) ❧♦rsq✉❡ y ⩾ 0✳

✹✽✳ ❘❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Y ✳

✹✾✳ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ P(X > m)✳

✺✵✳ ❖♥ ❡①é❝✉t❡ s✉r P②t❤♦♥ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✐♠♣♦rt ♥✉♠♣②

✐♠♣♦rt ♥✉♠♣②✳r❛♥❞♦♠ ❛s r❞

❞❡❢ ❙✐♠✉❧❴❳✭♠✱❛✮✿

❨ ❂ r❞✳❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✭❛✮

✐❢ r❞✳r❛♥❞♦♠ ✭✮ ❃ ✶✴✷✿

❳ ❂ ❨✰♠

❡❧s❡✿

❳ ❂ ✲❨✰♠

r❡t✉r♥ ❳

▼②st❡r❡ ❂ ♥♣✳③❡r♦s ✭✶✵✵✵✮

❢♦r ❦ ✐♥ r❛♥❣❡ ✭✶✵✵✵✮✿

▼②st❡r❡❬❦❪❂ ❙✐♠✉❧❴❳ ✭✷✱✶✮

♣r✐♥t✭♥♣✳s✉♠✭▼②st❡r❡✮✴✶✵✵✵✮

▲❛ ❝♦♥s♦❧❡ ❛✣❝❤❡ ✷✳✵✷✸✾✺✻✽✷✽✽✻✽✺✵✶✳ ■♥t❡r♣rét❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❥✉st✐✜❛♥t ✈♦tr❡ ré♣♦♥s❡✳

P❛rt✐❡ ■❱✮ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r X à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ P②t❤♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù X →֒ L(m, a, b) ❛✈❡❝ m ∈ R✱ a > 0 ❡t b > 0✳

✺✶✳ ❏✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FX ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ]−∞,m[ ❞❛♥s

]

0,
a

a+ b

[

✳

❖♥ ♥♦t❡ F1 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

✺✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈

]

0,
a

a+ b

[

✱ F1(y) = m+
1

b
ln

(

a+ b

a
y

)

✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FX ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ [m,+∞[ ❞❛♥s

[

a

a+ b
, 1

[

✳
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❖♥ ♥♦t❡ F2 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈

[

a

a+ b
, 1

[

✿

F2(y) = m−
1

a
ln

(

a+ b

b
(1− y)

)

.

❙♦✐t U ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ]0, 1[✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ T

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

T =







F1(U) s✐ U <
a

a+ b

F2(U) s✐ U ⩾
a

a+ b

❖♥ ♥♦t❡ FT ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ T ✳

✺✸✳ ❘❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ FU ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ U ✳

✺✹✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡✱ s✐ t < m ❛❧♦rs ✿ P(T ⩽ t) = P(U ⩽ FX(t))✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡✱ s✐ t ⩾ m ❛❧♦rs ✿ P(T > t) = P(U > FX(t))✳

✺✺✳ ❉é❞✉✐r❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ FT = FX ✳

✺✻✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✉♠♣②✳❧♦❣ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♥✉♠♣② ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ln✳
❈♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ P②t❤♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ X ✿

✐♠♣♦rt ♥✉♠♣②

✐♠♣♦rt ♥✉♠♣②✳r❛♥❞♦♠ ❛s r❞

❞❡❢ ❙✐♠✉✷❴❳✭♠✱❛✱❜✮✿

❯❂r❞✳r❛♥❞♦♠ ✭✮

✐❢ ✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳ ✿

❳ ❂ ✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳

❡❧s❡✿

❳❂ ✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳

r❡t✉r♥ ❳

P❛rt✐❡ ❱✮ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à (Xn)n∈N∗ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N

∗✱ Xn →֒ L(0, 2n, 2n)✳ ❯♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
Xn ❡st ❞♦♥❝ ✿

fn :























R → R

x 7→











2n

2
e−2nx s✐ x ⩾ 0

2n

2
e 2nx s✐ x < 0

P♦✉r t♦✉t n ∈ N
∗✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xn =

n
∑

k=1

Xk

n
✳

❖♥ ❛❞♠❡t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✭❘✶✮ ❙✐ (Yn)n∈N∗ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡

✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
n
∑

k=1

Yk ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ✿

∀n ∈ N
∗, V

(

n
∑

k=1

Yk

)

=

n
∑

k=1

V(Yk).
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✭❘✷✮ ❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R t❡❧❧❡ q✉❡
∫ +∞

0
h(x) dx ❝♦♥✈❡r❣❡✳

• s✐ h ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ s✉r R✱ ❛❧♦rs
∫ +∞

−∞

h(x) dx = 0✱

• s✐ h ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ s✉r R✱ ❛❧♦rs
∫ +∞

−∞

h(x) dx = 2

∫ +∞

0
h(x) dx✳

✺✼✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✿
❙♦✐❡♥t λ > 0 ❡t S ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ S✱ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ✿

∫ +∞

0
xe−λx dx =

1

λ2
❡t

∫ +∞

0
x2e−λx dx =

2

λ3
.

◆♦t❡ ❞❡ r❡❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ✿ ❧❛ s♦✉r❝❡ P❉❋ ❢♦✉r♥✐❡ ✭❝❛♣t✉r❡ ❞❡♣✉✐s ♠✐st❡r♣r❡♣❛✳♥❡t✮ ❡st ♠❛sq✉é❡ ♣❛r
✉♥ ❡♥❝❛rt ♥❡✇s❧❡tt❡r ❛♣rès ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✺✼✳ ▲❡s ❞❡r♥✐èr❡s q✉❡st✐♦♥s ✭P❛rt✐❡ ❱✮ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s
❞❛♥s ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣✉ êtr❡ r❡st✐t✉é❡s ✐❝✐✳ ▲❡ s✉❥❡t ♦✣❝✐❡❧ s✬❛❝❤è✈❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦t ❋■◆✳

P❛❣❡ ✽✴✽


